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UNESA

UNIVERSITAS NEGERI SURABAYA

KEPUTUSAN REKTOR UNIVERSITAS NEGERI SURABAYA
Nomor 507/UN38 IHWLT t2D1g

PENETAPAN PENERTMA PENELIT,^tlfJlillrr* DANA DTREKToRAT RrsEr DAN
PENGABDIAN MASYARAKAT (DRPM) TAHUN 2019

REKTOR UNIVERSITAS NEGERI SURABAYA,

Menimbang : a. bahwa untuk memperlancar petaksanaan kegiatan penelitian Multi
Tahun Dana Direktorat Riset dan pengabdian Masyarakat (DRPM)Tahun
2019, maka perlu dilakukan penetapan;

b. bahwa berdasarkan pertimbangan tersebut pada butir a di atas maka
dipandang perlu menerbitkan keputusan ini;

Mengingat : 1. undang-Undang Rl Nomor 20 Tahun 2003 tentang sistem pendidikan
Nasional;

2.

3.

4.

5.

6.

7. Keputusan Presiden Rl Nomor 93 tahun 1999 tentang perubahan lKlp
menjadi Universitas;

8. Peraturan Menteri Keuangan Rl Nomor g2/pWK.o5/2011 tentang
Rencana Bisnis dan Anggaran serta pelaksanaan Anggaran Badan
Layanan Umum;

9. Peraturan Menteri Riset, Teknologi dan pendidikan Tinggi Rl Nomor 15
Tahun 2016 tentang organisasi dan Tata Kerja Universitas Negeri
Surabaya;

10. Peraturan Menteri Riset, Teknologi dan pendidikan Tinggi Rl Nomor 9g
Tahun 20'16, tentang Pemberian Kuasa dan Delegasi wewenang
Pelaksanaan Kegiatan Administrasi Kepegawaian Kepada pejabai
tertentu di lingkungan Kementerian Riset, Teknologi dan pendidikan

Tinggi;

Undang-Undang Rl Nomor I2 Tahun 2011 tentang pembentukan
Peraturan Perundang-undangan;

Undang-Undang Rl Nomor t 2 tahun 2012 tentang pendidikan Tinggi;
Undang-undang Rl Nomor 5 Tahun 2014tentang Apurutrr sipil ttegara;
Peraturan Pemerintah Nomor 9 Tahun 200i tentang wew.nung
Pengangkatan, Pemindahan, dan pemberhentian pegawJi Negeri sipi[
Peraturan Pemerintah Rl Nomor 4 Tahun 2014 tentang
Penyelenggaraan Pendidikan Tinggi dan pengelotaan perguruan
Tinggi;
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Menetapkan

KESATU

KEDUA

KETIGA

1 1. Peraturan Menteri Riset, Teknologi dan Pendidikan Tinggi Rl Nomor 79
Tahun 2017 tentang Statuta Universitas Negeri Surabaya;

12. Keputusan Menteri Keuangan Rl Nomor 50/KMK.05 /2009 tentang
Penetapan Universitas Negeri Surabaya Pada Departemen Pendidikan
Nasional sebagai lnstansi Pemerintah yang menerapkan Pengelolaan
Keuangan Badan Layanan Umum;

13. Keputusan Menteri Riset, Teknologi dan Pendidikan Tinggi R! Nomor
461 lMIKPT.KP 12018 tentang Pemberhentian dan Pengangkatan Rektor

Universitas Negeri Surabaya Periode Tahun 2OlB-2022;

MEMUTUSKAN:

KEPUTUSAN REKI-OR UNIVERSITAS NEGERl SURABAYA TENTANG

PENETAPAN PENERIMA PENELITIAN MULTI TAHUN DANA DIREKTORAT

RISET DAN PENGABDIAN MASYARAKAT (DRPM) TAHUN 2019;
Dalam melaksanakan tugasnya sebagai Penerima Penelitian Multi rahun
Dana Direktorat Riset dan Pengabdian Masyarakat (DRPM) Tahun 2019,
wajib berpedoman pada ketentuan yang berlaku, dan secara tertulis
memberikan laporan kepada Rektor Universitas Negeri Surabaya;
Kegiatan Penerima Penelitian Multi rahun Dana Direktorat Riset dan
Pengabdian Masyarakat (DRPM) Tahun 20"19;

Keputusan ini berlaku sejak tanggal 29 Maret 2019 sampai dengan 30

Nopember 2019 dengan ketentuan bahwa segala sesuatunya akan ditinjau
dan diubah sebagaimana mestinya apabila ternyata di kemudian hari

terdapat kekeliruan dalam penetapan ini;

Ditetapkan di
Pada tanooal

Surabaya

29 Maret 2019

ttd

Rektor,

NURHASAN

NIP 1 96304291990021 001

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

Salinan disampaikan kepada Yth :

Menteri Riset, Teknologi, dan Pendidikan Tinggi

Sekretaris Jenderal Kemenristekdikti Rl

I nspektur Jenderal Kemenristekdikti Rl

Dirjen Sumber Daya lptek dan Dikti Kemenri

Para Wakil Rektor Unesa

Para Dekan, Dir. Pascasarjana, Ketua Lembaga

Kepala Biro Selingkung Unesa

n sesuai dengan Keputusan yang asli

Umum dan Keuangan,

131980101002
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Lampiran r Keputusan Rektor Unesa

Nomor : 507/UN38/HK/LT/2019

DAFTAR PENITAPAN P€N€RIMA PENETITIAN MUI.TITAHUN DANA DIREKTORAT RISET DAN PENGAADNN MASYARAKAT {DRPM) TAHUN 2019

ludul Eidang Fokus Tim Peneliti NIDN Gol Pend
Dana 2019

Rp.

Dana

Tambahan

2019

Rp.

J€nis P€nelitian

1 Fisika Metode Baru untuk Mengukur Parameter

Tsunamisecara cepat dan Akurat

Prof. Dr- Madlazim, M.Si

Tiipto Prastowo, Ph.D.

0005116510

0003026102

s-3

s-3

t
t

55.275.000 15.000-000 Dasar Lanjutan

2 Matematika Deteksi Dini Pervasive Developmental Disorder

Mengunakan Sistem Terintegrasi Eyetracking

dan Brain Computer lnterfa€e

Teknologi

lnformasidan

Komunikasi

Dr. Elly Matul lmah, M.Kom.

tndah Rahmawati, s.T., N/.Si

Fitriya

0005048201

0016097902

tvd
lvd

s-3

s-2

P

P

145.585.000 Terapan

3 Kimia PAERI(A5I OBAT NANOGOLD'NANOSII.VER

UNTUK MENDUKUNG PENGEMBANGAN

BAHAN EAKU OBAT DALAM NEGERI

Kesehatan dan

Obat

P.of. Dr- Titik Taufikurohmah. S.5i., M.Si

Rusmini,5.Pd., M.Si.

Prof. Dr. Djodjok Soepardio, M.titt.

0013046805

0012067905

0016095804

s-3

5-2

s-3

P

P

L

943.000.000 Pengembangan

4 FMIPA Matematika PTNGEMEANGAN MODEI" REVERSIBLE

PROBTEM 8A5EO TEARNING UNTUK

MENINGKATKAN (EMAMPUAN BERPIKIR

REVERSIBLE MAHASISWA CALON GURU

MATEMATIKA

Sosial

Humaniora,

SeniBudaya,

Pendidikan

Penelitian

[apangan

Delam Negeri

(Kecil)

Prof. Dr. Dwiluniati, M.5i.

Dr. SYARIFATUL MAFULAH M.Pd

0015066704 s-3 244.2A2.OOO

analisis Matematis Model Penyebaran Penya kit

campak Rubella (Measles Rubella)

Kesehatan dan

obat

Dr. Abadi, M.Sc.

Rudianto Artiono, S.Pd., M.Si.

Budi Priyo Prawoto,5.Pd., M.Si

o030086501

0011028202

0017048502

lld
rVc

s-3

s-2

s-2

t-

L

L

113-407.500 Desar

6 FMIPA Matematika APLIKASITEORI XATASTROF DATAM ANALISIS

KERJA KOGNISI DAN MENTAL UNTUK

MENINGKATKAN PERFORMA MATEMATIKA

Sosial

Humaniora,

SeniBudaya,

Pendidikan

Penelitian

Lapangan

Dalam Negeri

(Kecil)

Prof. Dr. DwiJuniati, M.Si.

Prof. Drs. I Ketut BudaYasa, Ph.D

0015056704

0004125703

s-3

s-3 L

266.382.O00 Dasar

1 F8S Desain Desain Poster Film Ere Tahun 70 hingga 80 an Sosial

Humaniora,

seniBudaya,

Pendidikan

Desk Study

Dalam Negeri

AsidiSisianti Surya Patria,s.T., M.Pd

Nova Kristiana, S.Sn., M.Sn.

Hendro Aryanto, S.Sn., M.Si.

0019077703

0007118204

0013027507

tVd

Irlb
lll/c

s-2

s-2 P

t

77.O42.500 Dasar



Fak ludul Bidang Fokus Tim Peneliti NIDN Gol Pend LlP
oana 2019

Rp.

Dana

Tambahan

2079

Rp.

lenis Penelitian

8 Tet n,k Sipil Geooolimer Paving Stone Eerbahan Dasar Abu

Terbans dan Lumpur Lapindo Sebagai Produk

lnovatif Eahan Bangunan Ramah Lingkungan

Mater al Maiu Arie Wardhono, S.T., M.MT., M.T., Ph.D.

Yogie Risdianto, s.T., M.T.

Mochamad Firmansyah Sofianto, S.T., M.Sc., M.T

0006047303

0019077503

oo29074704

i/d
rvd
Ir/b

53

s-2

s-2

83 aao.ooo Oasar

9 FISH Pendidikan Moral

Kewarganegaraan

MODEL REVITALISASI WAWASAN KEAGAMAAN

DAN WAWASAN KEBANGSAAN DOSEN

PTNOIDIKAN AGAMA ISLAM (PAI) DIIAWA

TIMUR SEBAGAI UPAYA MENCEGAH

RAOIKALISME

Sosial

Humaniora,

SeniEudaya,

Pendidikan

Penelitian

LapanBan

Dalam Negeri

((ecil)

Dr. Muhammad Turhan Yani, M.A

Dr. Harmanto, S.Pd., M.Pd.

ooo1037704

0001047104

s-3

s-3

L

L

100.725-000

10 Frsika Nanokomposite Grafen {rGO/Fe3o4-SiO2)

sebagai Kandidat Material Filter pada Proses

OesalinasiAir [aut

MaterialMaju Dr. Munasir, 5.Si., M.Si.

Diah Hari Kusumawati, S.Si., M.Si

0017116901

0018047302 llllc
s-3

5-2

L 124.142.450 1S.000.000 Dasar

11 Kimia Optimasi sintesis biomaterial

kitosan/kolaaen/hidroksiapatit d3ri tulang sapi

sebagai pensubstuti jaringan tulanS

MaterialMaju Prof. Dr. Sari Edicahyaningrum, M.Si

Dr. Nuniek Herdyastuti, M.5i.

0029127002

0010117004

s-3

s-3

148.980.000

12 Fisika Pemetaan dan Evaluasi Laboratorium Fisika

SMA diJawa Timur dalam upaya Pencapaian

Kompetensi Dasar (KD) (eterampilan Kurikulum

2013 melalui "Photovoice"

Sosial

Humaniora,

Seni Budaya,

Pendidikan

Penelitian

tapangan

Dalam Negeri

lMenengah)

Nadi Suprapto, 5.Pd., M.Pd., Ph.D

Or. Titin Sunarti, M.Si.

Dra. Suliyanah, M.Si.

0012068102

0027116303

ooo51251oai

rld 5-3

s-3

s-2

t- 312.490_000 Dasar

13 Fisika Pengembangan Kemampuan MenYelesaikan

B€rbagai Masalah Kebumian Melalui

Rekonstruksi Desain Pembelaiaran Geosains

Yang sustainable

Sosial

Humaniora,

Seni Budaya,

Pendidikan

Penelitian

Lapangan

Dalam Negeri

(Kecil)

Dr. tko Hariyono, S.Pd., M-Pd

Prof. Dr. Madlarim, M.Si.

0013107403

ooo51155lO

s-3

s-3

t-

I

70.335.000 Dasar

74 Pendid;kan Luar

sekolah

PROBLEMATIKA DAN ASPEK POTENSIAT

PEKERIA SEKTOR INFORMAI" DATAM AKTIVITAS

LEARNING SOCIETY OI KAMPUNG INGGRIS

PARE KEDIRI

Sosial

Humaniora,

Seni Budaya,

Pendidikan

Desk Study

0alam NeSeri

Dr. wiwin Yulianingsih, s.Pd., M.Pd

Dr. Gunarti Dwi testari, M.Si.

Utari oewi, S.Sn., M.Pd.

0027077909

0012076109

0017087903

rn/d

lll/c

s-3

s-3

5-2

P 103.810.000 Dasar



Fak. Judul Bidang Fokus Tim Peneliti NIDN Gol Pend. rlP
Dana 2019

Rp.

Dana

Tambahan

2019

Rp.

Jenis Penelitian

15 Biologi lmplementasi Bioinsektisida Mikroba Dan

Nabati Oalam Formula Foto_Protektan Untuk

Mewujudkan Agroekosistem Eerkelaniutan

Pangan dan Or. Mahanani Tri Asri, M.Si

Or. Yuliani, M.5i.

Dr, Tarzan Purnomo, M.si.

0024076703

0021076801

0005056503

s-3

5-3

s-3

P

L

11s.698.000 1s.000.000 Terapan tanjutan

15 FE MODEL TRANSFORMASI IPTEK OALAM

SPESIALISASI KERJA & KER]AsAMA UNTUK

PENGUATAN UMKM INDUSTRI HUAB

BERKEARIFAN LOKAL DI KABUPATEN GRESII(

Sosial

SeniBudaya,

Pe6didikan

Penelitian

[apangan

Dalam Negeri

(Kecil)

Dr. iun Surjanti, S.E., M.5i.

Prof. Drs. Yoyok SoesatYo, S.H., M.M., Ph.D

Sanaji, S.8., M.Si.

setya chendra wibawa, S.Pd., M.T.

0012066704

0016124903

0015047111

oo08057908

Ir/b
Ir/b

s'3

s-3

s-2

s-2

202.1SO.000 15.0O0.000 Terapan Lanjutafl

t7 FISH Pendidikan Moral

Pancasila dan

Kewarganegaraan

PENGEMBANGAN MOOEL PEMBEI.A.IARAN

PENDIDIKAN KEWARGANEGARAAN (PKN)

8[RBASIS PENDIDIKAN MUI,TIKULTUR UNTUK

MEMBANGUN JATI DIRI KEINDONESIAAN BAGI

GENERASI MUDA OI SURABAYA IAWA TIMUR

Sosial

Humaniora,

SeniBudaya,

Pendidikan

Penelitian

tapanSan

Dalam Negeri

(Menengah)

Dr. Raden Roro Nanik Setvowati, M.si

Prof. Dr. Sarmini, M.Hum.

0025086704

0008086803

s'3

s-3

199.392.500 1s.000.000 Terapan tanjutan

18 Matematika Pengembangan Model Profesional Guru SMP

untuk Meningkatkan Kemampuan Berpikk

(reatif dan Literasi Matematika Siswa

Sosial

Humaniora,

Seni Budaya,

Pendidikan

Penelitian

Lapangan

0alam NeSeri

(Kecil)

Dr. Tatag Yuli Eko Siswono, S.Pd., M.Pd

Or. Pradnyo Wiiayanti, M.Pd.

Abdul Hari5 Rosyidi, S.Pd., M.Pd.

0008077106

0009046905

0018117405

lll/d

llllc

s-3

5-3

s-2

t

t

75.897.500 1s.000.000

19 FT Ieknik Elektro P€mbelajaran Berbantuan Komputer untuk

meningkatkan soft skills, kompetensidan Hasil

Belajar peserta didik pada Bidang vokasi

Sosial

Humaniora,

Seni Budaya,

Pendidikan

Penelitian

Lapangan

Dalam Negeri

(Kecil)

Dr. lGusti Putu Asto Euditjahjanto, s.T., M.T

Prof. Or. tuthfiyah Nurlaela, M.Pd.

0006077r01

0018106603

s-3

s,3

t
P

36.000.000 1s.000.000 Disertasi Doktor

tanjutan

20 Fisika APTIKASI NANOPARTI(EL BAHAN ALAM

(DOLOMIT BANCXAI,AN) UNTUK MENOUKUNG

KETERSEDIAAN AGEN ANTIBAKTERI PADA

RONGGA MULUT

MaterialMaju Lydia Rohmawati, S.Si., M.Si

woro Setyarsih, 5.Pd., M.Si.

Setya Permana Sholicha

0010058402

0oo2047103

lll/c

flr/d

s,2

s-2

P 116.190.000 Terapan Unggulan

Perguruan Tinggi



Fak. Judul aidanS Fokus Tim Peneliti NIDN Gol. Pend.
Dana 2019

Rp.

Dana

Tambahan

2019

Rp.

lenis Penelitian

21 ftP Eimbingan

Konseling

Penerapan Teknologi Nanomaterial Emas

Nanogold dan Nanosilver untuk Penyakit

Kesehatan dan

Pbat

Dr- Najlatun Naqiyah, M.Pd.

Prof Dr. Titik Taufikurohmah, S.Sl., M-Si

Ananto Sidohutono, Dr. dr., MARS.

0006097803

0013046805

s3
s-3

305.080.000 Terapan Unggulan

Perguruan Tinssi

22 Kimia STANDARISASI PEWARNAAN DAN

ENKAPSULASI PEWARNA ALAM PSIDIUM

GUAIAVA, SYZYGIUM AQUEUM, GARCINIA

MANGOSTANA SEEAGAI GREEN TECHNOLOGY

UNGGULAN INDUSTRI TEKSTIL

MarerialMaju Or. Nita Kusumawati, S.Si., M-Sc.

Samik, S.Si., M.si.

Dr. Anang Kistyanto, S.Sos., M.Si

0004078201

0006088306

0009127109

|lb
s-3

s-2

s-3

L

L

224_329.OOO 1s.000.000 Terapan Unggulan

Perguruan Tinggi

23 FMIPA Fisika tksplorasi Konsep-konsep Fisika Berbasis

Kearifan tokal melalui "Place Based €ducation"

optimalisasiTechnopark dan obyek wisata di

Sosial

SeniBudaya,

Pendidikan

Penelitian

Lapangan

Dalam Negeri

(Menengahl

Nadi suprapto, s.Pd., M.Pd., Ph.D.

Dra. Suliyanah, M.Si.

Alif Syaiful Adam, S.Pd.

0012068102

0005126108

rvd s-3

s-2

L

P

259 255 000 Dasar UnBgulan

Perguruan Tinggi

24 Kimia ENKAPSULASI METFORMIN DENGAN

KOMPOSITKITOSAN ALGINATSEBAGAI OEAT

ANTI DIABETES TIPE 2 SISIEM SLOW RELEASE

MaterialMaju Prof. Dr. Sari Edi Cahyaningrum, M.Si

Dr. Amaria, lvl.Si.

00291270o2

0029066401

s-3

s-3

93.179.000 Dasar lJnggulan

Per8Lrruan Tinggi

25 FT Teknik Sipil Karakterisasi dan Aplikasi Kelor (Moringa

oieifera) dalam Pengolahan lntegratif Lindi

SampBh Xampl]s Unesa untuk Optimali$si

Program Eco campus

MaterialMaiLr Or. Erina Rahmadyanti, S.T., M.T

Ninik wahju Hidajati, S.Si., M.Si.

Mas Suryanto H.S., S.T., M.T.

0013087905

0016127101

0001047307 lll/c

s-3

s-2

s-2

P

t

141.987.500 Dasar Unggulan

Perguruan Tinggi

26 PENGEMBANGAN MODEL PEMgETAIARAN

MITIGASI BENCANA TSUNAMI SAGI

MASYARAKAT

Kebencanaan Prof. Dr. Madlazim, M.Si.

Dr. Eko Hariyono, S.Pd., M-Pd

0005116510

0013107403

5-3

s-3

t
L

88.S75.000 Dasar Ungg!lan

Perguruan Tinggi

27 BioloSi OPTIMALISASI PRODUKSI MEI.ALUI KULTUR

IARINGAN, ISOLASI OAN (ARAfi ERISASI

SENYAWA BIOAKTIF OAUN TAPAK LIMAN

(Elephantopus scaber)

Pangan dan

Pertanian

Dr. Yulianl, M-Si.

or. Fida Rachmadiarti, M.(es

Sari Kusuma Dewi, S.Si., M.Si

0021076801

0018026504

0005058309 nl/b

s-3

s-2

76_641_OOO 0asar Unggulan

PerSuruan TinSgi

Lanjutan

2A FISH Pendidikan

Sejarah

Sosial

Humaniora,

SeniBudaya,

Pendidikan

Desk Study

Oalam N€geri

0rs. Nasution, M.Hum-, M.Ed., Ph.D.

Drs. Artono, M.Hum.

Eko Satriya Hermawan, S-Hum., M.A.

Roiil Nusroho Sayu Aji, S.Hum., M.A.

0002086604

0004066508

0012118406

0oo2054504

lll/b

rvb

s-3

s-2

5-2

t
t-

t-

I

10s.87S_000 15.000.000 Dasar UnBgulan

Perguruan Tinggi

tanjutan

PENGEMEANGAN PERANG(AT PEMEELAJARAN

SEJARAH BERORIENTASI FUTURE.MY ACTION

PI^AN (F-MAP) UNTU( MENUMBUHKAN

(EMAMPUAN BERPIKIR REFLEKTIF DIRI SISWA

SMA



Fal. ludul Bidant Fokus Tim Peneliti NIDN Gol Pend VP
Dana 2019

Rp.

Dana

Tambah.n

2019

Rp.

lenir Penelitian

29 FT PENGEMBANGAN PROTOTIPE TURBIN ANGIN

SUMBU VERTIKAL BERBASIS ORAG FORCES

ELADES SKALA MODET diTEROWONGAN

ANGIN

Energidan

Fn€.8i
Terbarukan

lndra Herlamba Skegar, S-T., M.T.

Dr. Mohammad Effendy, S.T., M.T

AKHMAD HAFIZH AINUR RASYID

oo07097103

0011037706 ltl/c

s-2 L

L

96.958.500 Dasar Unggulan

Perguruan Tinggi

Lanjutan

30 F8S Bahasa dan sastra

lndonesia

Pendidikan Karakter, Multikultural, dan

KewirausahaanSebaSai ModelGerakan

Revolusi Mental untuk Pencegahan Radikalisme

Santri dan Menghadapi Masyarakat Ekonomi

ASEAN {Studi (asus Pondok Pesantren di

Jawa Timur)

Sosial

Humaniora,

seni Budaya,

Pendidikan

Penelitian

[apanSan

Dalam Negeri

{Besar}

Prof. Or. Haris Supratno

Dr. Heny Subandiyah, M.Hum.

Resdianto Permata Rahario, s.Pd., M Pd

0028085s06

0030116403

0701109201 Ir/b

s-3

5,3

s-2

t

L

280.470.000 1s.000_000 Terapan UngSulan

Perguruan Tin88i

Lanjutan

31 FISH Pendidikan Moral

Pancasila dan

(ewarganeSaraan

PENGEMBANGAN MOOET (EBI.JAKAN

PENINGKATAN INTEGRITAS DAN

KEPROFESIONAI-AN TENAGA (IPENDIDIKAN DI

UNIVERSITAS NEG€RI SURABAYA MENUJU

PERGURUAN TINGGI UNGGUL OAN BERDAYA

SAING

Sosial

Humaniora,

SeniBudaya,

Pendidiken

Penelitian

l-apangan

0alam NeSeri

(MenenSah)

Prof. Dr. Warsono, M.S,

Dr. (etut Prasetyo, M.S.

Drs, Agus Trilaksana, M.Hum

0019056003

0012056012

0024126103

s-3

s-3

304.890.000 1S.000.000 Terapan Unggulan

PerSuruan Tin88i

Lanjutan

32 Pendidikan IPA PENGUATAN SI(AP TOLERANSI DAN KEADITAN

SOSIAT TERHADAP (EBERAGAMAN PAOA

CAI.ON GURU IPA MEI.ALUI PERKULIAHAN

EIDANG STUDI

Sosial

Humaniora,

Senigudaya,
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Abstract. An age-structured SEIR model were constructed to study the transmission of rubella virus. The study

investigated the impact of 2-dose vaccination strategy to eradicate the virus transmission. The population were

focused on women population and due to the implementation of 2-dose vaccination, the population were divided

into two age groups, namely age group 1 of girls who received MMR1 at age 12 – 15 months old and age group 2

of girls who received MMR2 at age 4 years old or older. The analysis was started with determining the equilibria

of the system and then used it to calculate the basic reproduction ratio (R0) of the system. The basic reproduction

ratio was used to identify the stability of the equilibria. Some numerical simulations were undertaken to confirm

the analytical calculations. From the results of the study it can be concluded that the model is well fitted to the

facts that 2-dose vaccination strategy for elimination rubella virus transmission really makes sense to be applied

by countries all over the world.

Keywords: rubella; two-dose vaccination; basic reproduction ratio; stability.

2010 AMS Subject Classification: 37N25, 92B05.

1. INTRODUCTION

Rubella is one of Vaccine-preventable Diseases (VPDs) that can cause serious disease and

complications of disease. The most feared complication due to rubella virus infection is Con-

genital Rubella Syndrome (CRS), an illness in infants that results from maternal infection with
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rubella virus during pregnancy. Rubella was considered as a variant of measles or scarlet fever,

until firstly described in 1814 that it was different disease in German medical literature. Since

then many efforts had been undertaken to prevent the transmission of the disease [5, 13].

As implemented to other VPDs, the use of vaccine to eliminate rubella transmission has a

long history since the Rubella-Containing Vaccines (RCVs) had been introduced in 1969 in

the United States. Later, the monovalent vaccines were substituted with combined measles

and rubella -containing (MR) vaccines and measles, mumps, and rubella -containing (MMR)

vaccines which are used worldwide nowadays. ([3, 16]).

World Health Organization (WHO) strongly recommended the use of MMR vaccines to erad-

icate mumps, measles, and rubella virus in the countries implementing large-scale immuniza-

tion program [15]. This was as a result of extensive studies on the result of numerous clinical

trials. The studies reported that the use of multivalent vaccines, such as MMR vaccine was rec-

ommended to interrupt rubella virus transmission and also eliminate both rubella and CRS. A

thorough review had been conducted by Vynnicky et al. [13] on seroprevalence and immuniza-

tion coverage to estimate CSR burden globally. The review result concluded that the estimated

CRS incidence remains high after vaccination worldwide, except in the Americas, Europe and

the Eastern Mediterranian.

As a follow up to the Global Vaccine Action Plan [17] that do not mention specifically global

measles or rubella eradication goal, WHO published the Global Measles and Rubella Strategic

Plan 2012-2020 [18]. In this plan, one of the strategies to eradicate measles, rubella and CRS

is that countries should achieve and maintain high level coverage immunization coverage (at

least 80%) with 2-dose MCV-RCV or combined vaccines (MR or MMR). 2-dose vaccination

strategy is recommended because rubella antibodies level that most people had after 1 dose

rubella-containing vaccine might be decreased over time. It is apparent that among persons with

2 doses, approximately 91-100% had detectable antibodies after 12 to 15 years after receiving

the second dose [11].

The schedule of 2-dose MMR vaccination are routinely recommended for children age 12

months or older. The first dose should be given at age 12 – 15 months and the second dose is
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given based on observations of failure to generate an immune response rubella following the

first dose. Dose 2 is routinely given at age 4 – 6 years, before a child enters school. [4].

Many studies on rubella virus transmission, including various vaccination strategies has been

conducted by many authors. There are some studies in some WHO regions that can be men-

tioned regarding the efforts of rubella eradication. For example, in 2013 Gao et al. [9] informed

that the use of vaccine in Australia had succeeded to reduce by 99% in 2010 compared to the

pre-vaccination period (1960-70). Meanwhile, Lambert et al. [10] reported that despite the

success of rubella vaccines implementation in the Americas since 2009, incomplete rubella im-

munization programs resulted in the continuation of the virus transmission as evidenced new

outbreaks in Japan and other regions. In addition, they also informed about new policies on

controlling rubella and about rubella vaccine immunogenetics for the development of novel

vaccine candidate which is affordable, easy to administer, and does not require any complex

process for an optimal result. In 2016, Wu et al. [19] reported their study on age-structured

transmission model of rubella with seven vaccination strategies in East Java, Indonesia. Their

results stated that replacing the existing 2-dose measles vaccination with MR vaccines might

be more effective to achieve about 99% annual reduction of rubella transmission after 20 years,

provided that the vaccination coverage is maintained at least the same with the previous one.

The importance of second dose rubella vaccination (MMR2) was strengthen by the study of

LeBaron et al. [11] that evaluated the short- and long-term rubella immunogenicity of MMR2.

They evaluated rubella antibody levels of two groups children who received MMR2 at age 4-6

years and at age 10-12 years from serum specimens that were collected during a 12-year period.

The finding of their study stated that the response of rubella antibody to MMR2 was strong, but

the level of the antibody tends to decrease after 12 years.

Regarding studies on virus transmission model, most authors refer to the standard model by

Kermack-McKendrick (see in [2]) and its modifications, depending on additional factors that

are put in the model. Zhou et al. [20] studied a SIR measles transmission model with age-

structure. They investigated the global stability of endemic equilibria of SIR epidemic models

with discrete age structures in both susceptible and infectious populations. In addition, they

developed a vaccination model with four age groups to analyze different vaccination strategies
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for measles epidemics in India. Sun and Hsieh [12] studied a SEIR model considering vary-

ing population size and vaccination strategy. Rigorous results on the investigation of the basic

reproduction ratios of the system were presented and then used them to determine the stability

the disease-free equilibrium and the endemic equilibrium. They also conjectured that low vac-

cination rate and low efficacy of the vaccine may lead to a more complicated dynamics of the

system.

This paper aimed to study the transmission models of rubella virus with age-structure and

vaccination. The model followed the one studied by Sun and Hsieh [12], particularly its vacci-

nation modeling, combined with the one studied by Zhou et al. [20] for age structure modeling.

The study started with the analysis for determining equilibria of the system, and then used the

disease-free equilibrium to determine the basic reproduction ratio (R0) following the proce-

dures explained in [7]. Using the basic reproduction ratio, the stability of the equilibria could

be determined. These results then were confirmed through numerical simulations. Finally, the

interpretation of the solutions of the system were drawn.

2. MATERIALS AND METHODS

This study is a continuation of the previous study in [1] where vaccination and seasonality

were considered. This study proposes a similar model as in [1] but more focuses on the the

implementation of 2-dose vaccination strategy as recommended by WHO [14] and Center for

Disease Control and Prevention ([3, 4]).

The mathematical model still focused on women population as discussed in [1], however due

to the implementation of 2-dose vaccination strategy the population was divided into two groups

of population, namely 12 - 15 months old girls and 4 years old girls and older populations. In

this study we used Susceptibles (S) – Exposed/Latent (E) – Infectives (I) – Recovered (R) model

for both groups. The assumptions used in the model are the followings.

i. The dynamics of susceptible women population is affected by contant influx due to

natural birth rate, the natural death rate and contacts between infective women with

susceptible individuals,

ii. The infection rate is the same at each age group,
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iii. There is an incubation rate before exposed individuals become infective individuals,

iv. Dose 1 vaccine (MMR1) is implemented to age group 1 of 12 - 15 months old girls with

a certain efficacy level.

v. Dose 2 vaccine (MMR2) is implemented to age group 2 of 4 years old girls and older

with a certain efficacy level.

3. RESULTS AND DISCUSSION

Based on the assumptions above, the structure of transmission model is illustrated by com-

partment diagram in Figure 1 that follows. The model structure implements 2-dose rubella

 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜸 

𝜽𝑺𝟏 𝝁 

𝑹𝟐 𝑰𝟐 

𝑹𝟏 𝑬𝟏 

𝑬𝟐 

𝑰𝟏 𝑺𝟏 

𝑺𝟐 

𝜹 

𝜹 

𝚲𝑵 

𝝁 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜼 𝜼 𝜼 𝜼 

𝜸 

(𝟏 − 𝜽𝟏)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟏/𝑵 

 

𝜃𝑺𝟐 

(𝟏 − 𝜽𝟐)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟐/𝑵 

FIGURE 1. Compartment diagram of 2-dose vaccination strategy with two age groups.

vaccination strategy: MMR1 for age group 1 and MMR2 for age group 2. The model is further

formulated by the following system of differential equations.

dS1

dt
= ΛN −

(1−θ1)βS1(I1 + I2)

N
− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
=

(1−θ1)βS1(I1 + I2)

N
− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dR1

dt
= γI1 − (µ +η)R1 +θ1S1

dS2

dt
= ηS1 −

(1−θ2)βS2(I1 + I2)

N
− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +

(1−θ2)βS2(I1 + I2)

N
− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2

dR2

dt
= ηR1 + γI2 −µR2 +θ2S2.

(1)
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where Si, Ei, Ii, and Ri, i= 1,2 are Susceptibles-Exposed-Infectives-Recovered sub-population,

respectively. The index i = 1 indicates age group 1 and i = 2 indicates age group 2.

In system (1) susceptibles increases by a constant influx Λ due to natural birth rate. The

probability of susceptible individuals get infected when have a contact with infective ones is

at the rate of β . The rate of aging of every sub-population is the same at the rate of η , while

vaccines effectiveness in each age group at the rate of θ1 and θ2, respectively. In this study

vaccines effectiveness is multiplication of vaccination coverage and vaccines efficacy that are

not considered explicitly in the model. The natural death rate of each sub-population is the

same at a rate of µ . Once the virus infects individuals in each age group, it needs to incubate at

a rate of δ . It is assumed that infected individuals in each age group will recover at a rate of γ .

All parameters of the system are assumed to be non-negative.

Using the following re-scaling

S̄1 =
S1

N
, Ē1 =

E1

N
, Ī1 =

I1

N
, R̄1 =

R1

N
, S̄2 =

S2

N
, Ē2 =

E2

N
, Ī2 =

I2

N
, R̄2 =

R2

N

and after dropping the bars, we obtained the following system.

dS1

dt
= Λ− (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
= (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dR1

dt
= γI1 − (µ +η)R1 +θ1S1

dS2

dt
= ηS1 − (1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2

dR2

dt
= ηR1 + γI2 −µR2 +θ2S2.

(2)

In the analysis, both recovered sub-populations (R1and R2) were not considered because they

do not contribute to the other sub-populations. Therefore, the analysis focused on the following
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reduced system.

dS1

dt
= Λ− (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
= (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dS2

dt
= ηS1 − (1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2.

(3)

By taking the right hand sides of (3) equal zeroes, the equilibria were obtained as follow.

The disease-free equilibrium

(4) E0 := (S0
1,E

0
1 , I

0
1 ,S

0
2,E

0
2 , I

0
2 ) = (

Λ

η +µ +θ1
,0,0,

Λη

(η +µ +θ1)(µ +θ2)
,0,0),

while, the endemic equilibrium is given by

(5) E∗ := (S∗1,E
∗

1 , I
∗

1 ,S
∗

2,E
∗

2 , I
∗

2 ).

that cannot be presented here due to its lengthy expression.

Using Next Generation Matrix method, the basic reproduction ratio for rubella virus was

obtained as follows.

Linearization of infected states of (3) to obtain

dE1

dt
=−(µ +η +δ )E1 +(1−θ1)βS1I1 +(1−θ1)βS1I2

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2I1 − (µ +δ )E2 +(1−θ2)βS2I2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2.

(6)

Setting x = (E1, I1,E2, I2)
T , the linearized infection subsystem (6) can be written

(7) ẋ = (T+Σ)x,
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where

T=

















0 (1−θ1)βS1 0 (1−θ1)βS1

0 0 0 0

0 (1−θ2)βS2 0 (1−θ2)βS2

0 0 0 0

















, Σ=

















−µ −η −δ 0 0 0

δ −η − γ −µ 0 0

η 0 −µ −δ 0

0 η δ −γ −µ

















are transmissions and transitions matrices, respectively.

Since matrix T has two zero rows of rows 2 and 4, an auxiliary matrix corresponding to non

zero rows of matrix T (which are rows 1 and 3) is defined as follows.

E =

















1 0

0 0

0 1

0 0

















.

Now, we are ready to calculate the basic reproduction ratio (R0) from the following next

generating matrix with large domain. Evaluating

KL = −ET
×T ×Σ

−1
×E

= −





1 0 0 0

0 0 1 0



T Σ
−1

















1 0

0 0

0 1

0 0

















=





(1−θ1)βS1δ
(η+γ+µ)(µ+η+δ ) +

(1−θ1)βS1δη(γ+δ+η+2µ)
(µ+η+δ )(η+γ+µ)(µ+δ )(γ+µ)

(1−θ1)βS1δ
(γ+µ)(µ+δ )

(1−θ2)βS2δ
(η+γ+µ)(µ+η+δ ) +

(1−θ2)βS2δη(γ+δ+η+2µ)
(µ+η+δ )(η+γ+µ)(µ+δ )(γ+µ)

(1−θ2)βS2δ
(γ+µ)(µ+δ )



 .

Substituting the values of S1 = S0
1 and S2 = S0

2 of the disease-free equilibrium (4) to matriks

KL and then evaluating for its eigenvalues, the largest eigenvalue corresponding to the basic

reproduction ratio is obtained as follows.

(8) R0 =
βδΛ((1−θ1)(µ +θ2)+(1−θ2)η)

(δ +µ)(γ +µ)(µ +θ2)(η +µ +θ1)
.

(See Diekmann et. al [6, 7] or van den Driessche and Watmough [8] for the procedure to

calculate the threshold quantities of the expected second cases produced).

From [8] it follows that
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Proposition 1. The disease-free equilibrium E0 is locally asymtotically stable if R0 < 1, and it

is unstable if R0 > 1.

3.1. Simulation. Considering the basic reproduction ratio (8), for the purpose of numerical

simulation we choose parameter values mostly taken from [20] as presented in Table 1.

TABLE 1. Parameter values.

Description Parameter Values Unit

Influx of susceptibles Λ 1,000 1,000/week

Contact/infection rate β 0.0007

aging rate η 0.00385 week−1

incubation rate µ 0.3

Recovery rate γ 0.0243 week−1

Natural death rate µ 0.00029 week−1

Effectiveness of MMR1 θ1 0.85

Effectiveness of MMR2 θ2 0.95

For the set of parameter values in Table 1, the basic reproduction ratio R0 = 4.564709774 >

1, i.e. an endemic equilibrium takes place. Figure 2 and 3 illustrate that the endemic equilibrium

is asymptotically stable. Comparing the dynamics of the solutions in the two age groups, it can

be seen that the susceptibles in age group 2 much lower than that in age group 1. This is a

result of the effectiveness of MMR1 implemented to age group 1. Meanwhile the number of

recovered individuals of age group 2 is much higher than that of age group 1. This shows the

effectiveness of 2-dose vaccination strategy being implemented to the population.

Figure 2 shows that to converge to the equilibrium age group 1 needs about 3000 days (or ± 8

years). This means that there will be no additional recovered individuals after the period. Also,

there are still about 200 individuals which are susceptibles (Figure 2 (i)). These individuals are

treated with MMR2 and belong to age group 2 in which the number of susceptible individuals

is much lower than that in age group 1. (See Figure 3 (i)).

Figure 3 shows that the number of recovered individuals of age group 2 is much higher than

that of age group 1. It needs about 10,000 days (or ± 27 years) until there is no more additional
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(i) (ii)

(iii)

FIGURE 2. Stable Endemic Equilibrium (R0 = 4.564709774 > 1) of age group

1. (i) Susceptibles, (ii) Infectives, (iii) Recovered.

recovered individuals. Meanwhile, the persistence of infective individuals after that period

indicates that vigilance is still required to assure continued elimination of the disease.

4. CONCLUSIONS

The SEIR transmission model of rubella virus refines the model proposed by Zhou et al. [20],

particularly in considering exposed stage during the transmission of the virus. This implies that

the system only gets constant influx into susceptibles of age group 1 (S1) .

The determination of the basic reproduction ratio of the system under study plays a central

role in the analysis, particularly for identifying the stability of both disease-free and endemic

equilibrium.



THE DYNAMICS OF RUBELLA VIRUS WITH TWO-DOSE VACCINATION STRATEGY 11

(i) (ii)

(iii)

FIGURE 3. Stable Endemic Equilibrium (R0 = 4.564709774 > 1) of age group

2. (i) Susceptibles, (ii) Infectives, (iii) Recovered.

The model of rubella virus transmission under study gives a good confirmation about WHO

recommendation to implementation 2-dose vaccination strategy in order to interrupt the trans-

mission of the virus. The results show that it is true that the immunity being obtained due to

the first dose vaccination will last not more than 12 years period. This proves the need of the

second dose of the vaccine to assure continued elimination of the virus [11]. It is interesting to

further study about the impact of vaccination coverage and routine immunization service which

are also key factors in eliminating rubella and CRS. [18, 13].
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Abstract. This study aimed to explore the dynamic behaviour of rubella virus model which 

considers age-structured. It was not only to figure out the stability analysis of the model but also 

the judgement of the result through numerical simulation. Firstly, we constructed model for the 

disease spread based on the characteristic of rubella virus. The basic model of the disease spread 

(SEIR) had been used as a fundamental model. In the beginning, human population have been 

divided into two age groups; children and adults. Furthermore, based on the characteristic of 

rubella, we separated each group into four sub populations, i.e., Susceptible, Exposed, Infected, 

and Recovered. The transmission routes of the disease were formulated mathematically based 

on the real problem. In the second step, two disease equilibrium points had been obtained. There 

were a disease-free equilibrium and an endemic equilibrium. Moreover, by using Next 

Generation Matrix method, the basic reproduction number also had been determined. Finally, 

stability analysis had been done to explore the persistence of the disease. This results also had 

been supported by the numerical simulation. 

1. Introduction 

Rubella, which is well-known as German measles disease, is a type of disease that spreads not only in 

tropical countries but also in sub-tropics. The disease was first discovered in the mid-eighteenth. De 

Bergen in 1752 and Orlow in 1758 confirmed the first clinical description of rubella in 1740 made by 

Friedrich Hoofman. The disease is caused by the rubella virus which belongs to the togavirus group and 

comes from the rubivirus type which is included in the RNA virus class. The genetic material of this 

virus is in the form of nucleic acids with single or double twist chains [1], [2]. Body fluids is released 

by a person with rubella disease can spread through the air, especially when a person coughs or sneezes. 

It takes place through the respiratory tract which can then live and multiply in the nasopharynx and 

regional lymph nodes for 4 - 7 days. The incubation period for rubella disease ranges from 14 to 21 days 

with symptoms such as low-grade fever (37.2°C) and maculopapular rash accompanied by enlarged 

lymph nodes behind the ears, back of the neck and sub occipital [3], [4].  
Rubella disease not only affects children but also adults. The consequences given by this disease 

are low if it infects children. In general, children will only have a mild fever or do not even feel a change 
in their body. However, if this disease infects pregnant women, then the virus can cause miscarriage in 

the fetus or the fetus who is born with congenital rubella syndrome (CRS). Children with this congenital 

syndrome are born with heart defects (Patent ductus arteriosus, atrial septal defect, ventricular septal 

defect, pulmonary valve stenosis), eye disorders (congenital cataracts, congenital glaucoma, pigmentary 

retinopathy), hearing disorders, disorders of the nervous system (Mental retardation, microcephalia, 



 

 

 

 

 

 

meningoencephalitis), and other disorders (purpura, splenomegaly, jaundice present within 24 hours of 

birth, radioluscent bone) [5]. 

Since 2017, the Indonesian government through the Directorate General of Disease Prevention 

and Control of the Ministry of Health is campaigning for the use of the MR vaccine to prevent the spread 

of rubella [6]. The government hopes that by 2020, Indonesia will be able to eliminate the measles virus 

and control rubella. In line with the expectations of the Indonesian government, it is necessary to make 

a mathematical model that can be used to predict the presence of rubella. The model is constructed by 

considering the characteristics of the virus, the spread pattern of the rubella virus, and the medical 

symptoms that appear when a person is infected by rubella. 
 This study aimed to explore the dynamic behavior of rubella virus which takes into account age-

structured of the population. In the first step, we proposed a model for the spread of disease by dividing 
women population into two age groups, such as children and adults. Each group was contained 

susceptible sub-population, exposed sub-population, infected sub-population, and recovered sub-
population. Furthermore, we calculated the threshold of the disease spread known as a basic 

reproduction number (𝑅0) to figure out the condition that the disease will be exist or extinct. In the next 

step, we determined the equilbria of the system and analized their stability, and then finally, we  
simulated the data numerically to compare the results.      

 

2. Mathematical model 

The model was constructed from the basic model of SEIR disease spread which was first developed by 

Kermack-McKendrick in 1927 [7]. The model was another refinement of the one that had been studied 

by Abadi, Artiono, and Prawoto [9]. We proposed a mathematical model with the compartments shown 

in Figure 1. The women population was divided into two age groups, namely children and adult, while 

each group was also divided into 4 sub-populations, such Susceptible (𝑆(𝑡)), Exposed (𝐸(𝑡)), Infected 

(𝐼(𝑡)), and Recovered (𝑅(𝑡)). Some assumptions used were as follows. a) The population is closed and 

constant with the birth rate equal to the death rate, namely 𝛼, b) Vaccines are applied to children 

population only, c) The vaccine is permanent, individuals who are successfully vaccinated will be 

immune to rubella with an effectiveness level of θ, d) Rubella does not cause death of individuals, e) 

Individual children can transmit rubella to adult and vice versa with the rate of transmission from child 

to child, child to adult, adult to adult, and adult to child are same, namely 𝛽, f) Rubella requires 

incubation time in the infected individual then becomes an infective individual with an infection rate of 𝛿, g) Populations recovering from rubella cannot be re-infected or resistant to rubella with a healing rate 

of 𝛾, h) Each individual child will turn into an adult at a rate of 𝜂.    

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

Figure 1. Compartment Model of Rubella with an age-structured 

Regard to the diagram, mathematical model is described as follows 
 

 

 

𝜶 𝜶 𝜶 (𝟏 − 𝜽)𝜷𝑺𝒂(𝑰𝒂 + 𝑰𝒅)𝑵  

𝜷𝑺𝒅(𝑰𝒂 + 𝑰𝒅)𝑵  𝜸 

𝜽𝑺𝒂 
𝜶 

𝑹𝒅 𝑰𝒅 

𝑹𝒂 𝑬𝒂 

𝑬𝒅 

𝑰𝒂 𝑺𝒂 

𝑺𝒅 

𝜹 

𝜹 

𝜶𝑵 

𝜶 𝜶 𝜶 𝜶 

𝜼 𝜼 𝜼 𝜼 
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 𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝛼𝑁 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎  𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − 𝛼𝑆𝑑  𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  𝑑𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑  

Simplify the model by these rescallings:  𝑆̅𝑎 = 𝑆𝑎𝑁 , 𝐸̅𝑎 = 𝐸𝑎𝑁 , 𝐼𝑎̅ = 𝐼𝑎𝑁 , 𝑅̅𝑎 = 𝑅𝑎𝑁 , 𝑆̅𝑑 = 𝑆𝑑𝑁 , 𝐸̅𝑑 = 𝐸𝑑𝑁 , 𝐼𝑑̅ = 𝐼𝑑𝑁 , 𝑅̅𝑑 = 𝑅𝑑𝑁  𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝛼 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎  𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎     (1) 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼𝑆𝑑  𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  𝑑𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑 

where, 𝛼 : quantifying the rate of birth and death per unit time per person 𝛽 : quantifying the rate of infection per unit time per person 𝜃 : quantifying the rate of the efficacy of the vaccine (0 < 𝜃 < 1) 𝛿 : quantifying the rate of incubation per unit time per person 𝛾 : quantifying the rate of recovery per unit time per person 𝜂 : quantifying the rate of maturity per unit time per person   

All parameters were assumed to be positive. 

 Disease Free Equilibrium and Endemic Equilibrium were determined by setting the right-hand 
sides of equation (1) equal zero, to obtain the followings. 

 

 



 

 

 

 

 

 

1. Disease-Free Equilibrium 𝐷𝐹𝐸 ≔(𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎, 𝑅𝑎, 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = ( 𝛼𝜃+𝛼+𝜂 , 0, 0, 𝛼𝜃(𝜃+𝛼+𝜂)(𝛼+𝜂) , 𝜂𝜃+𝛼+𝜂 , 0, 0, 𝜃𝜂(𝜃+𝛼+𝜂)(𝛼+𝜂) ) 
2. Endemic Equilibrium 𝐸𝐸 ≔(𝑆𝑎∗, 𝐸𝑎∗, 𝐼𝑎∗, 𝑅𝑎∗, 𝑆𝑑∗, 𝐸𝑑∗, 𝐼𝑑∗, 𝑅𝑑∗) 

where,  𝑆𝑎∗ = 𝛼(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) + (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 𝐸𝑎∗ = (1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)  𝐼𝑎∗ = 𝛿𝐸𝑎∗(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 𝑅𝑎 = 𝛾𝐼𝑎∗ + 𝜃𝑆𝑎∗(𝛼 + 𝜂)  𝑆𝑑∗ = 𝜂𝑆𝑎∗𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) + 𝛼 𝐸𝑑∗ = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗)(𝛼 + 𝛿) − 𝜂  𝐼𝑑∗ = 𝛿𝐸𝑑∗ + 𝜂 𝐼𝑎∗(𝛼 + 𝛾)  

𝑅𝑑∗ = 𝛾 𝐼𝑑∗ + 𝜂𝑅𝑎∗𝛼 . 
 

3. Results and Discussion 

a. Basic reproduction number 

Furthermore, by using next generation matrix (NGM), we found the threshold of the disease as follow. 

Firstly, we constructed NGM on the population which can spread the disease only, (𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑). It 
gave us these equations:  𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎 𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  

Let 𝑥 = (𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑)𝑇 . F is a transmission vector and 𝑉 is a transition vector. 𝐹 and 𝑉 can be written 

as follows. 

F = [F1F2F3F4] = [(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)0𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)0 ] and V = [V1V2V3V4] = [ −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑]. 

Therefore, 



 

 

 

 

 

 

T =
[  
   
 𝜕𝐹1𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹1𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹1𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹1𝜕𝐼𝑑  𝜕𝐹2𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑑 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑑𝜕𝐹3𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹3𝜕𝐼𝑎 

𝜕𝐹3𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹3𝜕𝐼𝑑𝜕𝐹4𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹4𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹4𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹4𝜕𝐼𝑑 ]  
   
 
= [0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎0 0 0 00 𝛽𝑆𝑑 0 𝛽𝑆𝑑0 0 0 0 ] and  

Σ =
[  
   
 𝜕𝑉1𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉1𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉1𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉1𝜕𝐼𝑑  𝜕𝑉2𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑑 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑑𝜕𝑉3𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉3𝜕𝐼𝑎 

𝜕𝑉3𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉3𝜕𝐼𝑑𝜕𝑉4𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉4𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉4𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉4𝜕𝐼𝑑 ]  
   
 
= [−(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) 0 0 0𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0𝜂 0 −(𝛼 + 𝛿) 00 𝜂 𝛿 −(𝛼 + 𝛾)]. 

Moreover, 

 Σ−1 =
[  
   
 − 1(𝛼+𝜂+𝛿) 0 0 0𝛿(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿) − 1(𝛼+𝛾+𝜂) 0 0𝜂(𝛼+𝛿)(𝛼+𝜂+𝛿) 0 − 1(𝛼+𝛿) 0𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) 𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) − 𝛿(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) − 1(𝛼+𝛾)]  

   
 
,  

NGM matrix can be found by this formula. 𝐀 = −𝐓𝚺−𝟏 

such that 𝐀 = −𝐓𝚺−𝟏 

   = [  
  ((1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝛿(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂) + (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎+𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝛼+𝜂+𝛿) + ((1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝛿(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝛼+𝛾)0 0 0 0𝛽𝑆𝑑𝛿(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿) + 𝛽𝑆𝑑𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) 𝛽𝑆𝑑(𝛼+𝛾+𝜂) + 𝛽𝑆𝑑𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) 𝛽𝑆𝑑𝛿(𝛼+𝛾)(𝛼+𝛿) 𝛽𝑆𝑑(𝛼+𝛾)0 0 0 0 ]  

  
,  

Substituting the disease free equilibrium, we have into matrix A, to have  

𝑨 = [𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎140 0 0 0𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎340 0 0 0 ] 
where 

𝑎11 = (1 − 𝜃)𝛽𝛼𝛿(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝜃 + 𝛼 + 𝜂) + (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 + 𝜂𝛿(𝛿 + 2𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾)  

𝑎12 = (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) + ((1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛾)  

𝑎13 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂𝑎 𝛿(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾)  



 

 

 

 

 

 

𝑎14 = (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾)  

𝑎31 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝛿(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) + 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂𝛿(𝛿 + 2𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾) 
𝑎32 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) + 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛾) 
𝑎33 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝛿(𝛼 + 𝛾)(𝛼 + 𝛿) 
𝑎34 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾)  

The largest eigenvalue or spectral radius of 𝐹𝑉−1 is the basic reproduction number of the 

model [8], i.e.: 𝑅0 = 𝛽𝛿(𝛼 + 𝜂 − 𝛼𝜃)(𝛼 + 𝛾)(𝛼 + 𝛿)(𝜃 + 𝛼 + 𝜂). 
 

b. Stability analysis 

We analyzed the stability of the system around the disease free equilibrium 𝐸0 =(𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) and endemic equilibrium 𝐸∗ = (𝑆𝑎∗, 𝐸𝑎∗, 𝐼𝑎∗, 𝑅𝑎∗, 𝑆𝑑∗, 𝐸𝑑∗, 𝐼𝑑∗, 𝑅𝑑∗). It 
had been done by linearization of the system (1).  

Suppose,  𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝑓1 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑, 𝐸𝑑, 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝛼 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = 𝑓2 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝑓3 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎 𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝑓4 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝑓5 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼𝑆𝑑 𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝑓6 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑 𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝑓7 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑 𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝑓8 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑, 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑 

By linearization in the disease free equilibrium, the Jacobian matrix had been obtained, as follows. 

  𝐽:
[  
   
   
(−(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽𝑆𝑑 0 −𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼 0 −𝛽𝑆𝑑 00 𝜂 𝛽𝑆𝑑 0 𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) −(𝛼 + 𝛿) 𝛽𝑆𝑑 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
 

https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalue
https://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_radius


 

 

 

 

 

 

Furthermore, substitute the disease free equilibrium into the jacobian matrix such that the eigen value 

of jacobian matrix can be determined, as follows. 

  𝐽:
[  
   
   
   
 −(𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 −𝛼 0 −𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 𝜂 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 −(𝛼 + 𝛿) 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
   
 
 

It was not easy to determine the eigenvalue of the jacobian matrix due to the complexity of equations, 

however it is still possible to show the result numerically. By using some parameter, the eigenvalue of 

the jacobian matrix can be seen in the following. 𝜆1 = −1.30000,   𝜆5 = −0.339325 𝜆2 = −0.70000,   𝜆6 = −0.80000 𝜆3 = −0.40000,  𝜆7 = −1.16067 𝜆4 = −0.40000,  𝜆8 = −1.30000 

These results showed that the system near the disease free equilibrium was stable for the parameter used. 

Furthermore, we linearized in the endemic equilibrium, the Jacobian matrix had been obtained, as 

follows. 

  𝐽:
[  
   
   
−(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃𝜎 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽𝑆𝑑∗ 0 −𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) − 𝛼 0 −𝛽𝑆𝑑∗ 00 𝜂 𝛽𝑆𝑑∗ 0 𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) −(𝛼 + 𝛿) 𝛽𝑆𝑑∗ 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
 

Again, it was not easy to determine the eigenvalue of the jacobian matrix due to the complexity of 

equations, however it is still possible to show the result numerically. By using some parameter, the 

eigenvalue of the jacobian matrix can be seen in the following 𝜆1 = −1.00000,   𝜆5 = −0.80000 𝜆2 = −0.70000,  𝜆6 = −1.00000 𝜆3 = −0.10000,  𝜆7 = −7.36921 𝜆4 = −0.10000,  𝜆8 = −0.13692 

These results showed that the system near the endemic equilibrium was also stable for the parameter 

used. 

 

c. Numerical simulation 

Finally, we simulated data numerically to figure out the consistency of the results obtained above with 

numerical solution. The simulation had been done for some initial condition near the disease free 
equilibrium and endemic equilibrium. By using parameters value set in Table 1, our simulation can be 

seen in Figure 2.  

 

 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 1. Parameter Value 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

   
(a)                                                                                         (b) 

Figure 2. Numerical simulation (a) near the disease free equilibrium and (b) near endemic equilibrium  

In Figure 2 (a) it can be seen that any initial conditions near the disease free equilibrium will go 
up to the critical point. Susceptible children, recovered children, susceptible adults, and recovered adults 

will exist for long time period (𝑡 → ∞), while exposed children, infected children, exposed adults, and 

infected adults will be extinct. This solution give the same result as analytical solution. Meanwhile, in 
Figure 2 (b) for any initial conditions near the endemic equilibirum also give the same result. For time 

goes to infinity, an exposed children, infected children, exposed adults, and infected adults will be exist. 

Even though, it just give a small number of people, this result also can be used to justify that numerical 

and analytical solution have the same behaviour.  

This simulation also confirm that once an infected person found in the population then the disease will 

be stay in that population forever.  This last result will affect to the incidence of infants with CSR, as 

we have shown in the results in [9].  
 

4. Conclusions 

The rubella mathematical model developed using the age structure had a threshold value for the spread 

of disease, 𝑹𝟎 = 𝜷𝜹(𝜶+𝜼−𝜶𝜽)(𝜶+𝜸)(𝜶+𝜹)(𝜽+𝜶+𝜼). This study also produced a disease-free equilibrium and endemic 

equilibrium. Moreover, the analysis of the model's stability at the equilibrium point was carried out 

numerically using some known parameters. It had been done numerically due to the complexity of 
equation. With the choice of parameters it had been obtained that all eigenvalues are negative and it 

means that these two equalibria were stable. These results were confirmed by the numerical simulations 

that have been carried out. It is interesting to compare between the number of infected adult women in 

this model with those in the model in [9], since it will lead to the conclusion about the effectiveness of 

the vaccination program when it is implemented to child-bearing age women population [9] or to the 
younger ones, as shown in this study. 

Parameter Parameter value 𝜂 0.3-0.6 𝛿 0.3-0.6 𝛾 0.1 𝛽 0.5-0.9 𝜃 0.3-0.6 𝛼 0.1-0.4 
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Ringkasan 

 

 Naskah akademik ini bertujuan untuk memaparkan hasil penelitian selama periode 

2019 – 2020 terhadap model matematika dari transmisi/penularan penyakit rubella. 

Penelitian dilakukan terhadap dua model matematika sebagai berikut. Model 1 merupakan 

model penularan penyakit rubella dengan memerhatikan pemberian vaksinasi kepada 

populasi wanita yang telah mampu melahirkan serta efek pemberian vaksinasi tersebut 

terhadap kejadian kelahiran bayi dengan cacat bawaan (Congenital Rubella Syndrome). Di 

model ini diperhatikan pula karakteristik penularan penyakit rubella yang bersifat periodik, 

berulang kembali setelah beberapa lama. Model 2 merupakan pengembangan dari model 

pertama dengan memerhatikan pemberian 2 dosis vaksin kepada populasi wanita yang 

terbagi dalam dua kelompok umur, kelompok anak perempuan berusia 12 – 15 bulan dan 

kelompok anak perempuan yang berusia 4 tahun atau lebih.  

 Dari penelitian terhadap Model 1 diperoleh kondisi batas minimal untuk cakupan 

(coverage) pemberian vaksinasi dikaitkan dengan keberhasilan (efficacy) vaksin. Di samping 

itu, sifat periodik dari penyebaran dan penularan rubella merupakan hal yang perlu 

diperhatikan untuk tindakan imunisasi rutin selanjutnya, agar tidak menjadi wabah di skala 

yang lebih luas. Sedangkan dari penelitian terhadap Model 2 diperoleh fakta bahwa memang 

terbukti bahwa pemberian dosis kedua vaksin rubella mampu mengurangi secara drastis 

terjadinya infeksi penyakit tersebut pada populasi yg memeroleh vaksinasi.  

 Dari hasil-hasil penelitian yang telah dilakukan, diharapkan beberapa poin di 

kesimpulan dapat menjadi masukan bagi pengambilan kebijakan yang menangani 

pencegahan penyebaran penyakit rubella ini.  
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A. Pendahuluan 

Pemberian imunisasi bagi anak-anak tidak bisa diabaikan dan harus sesuai jadwal, 

meskipun di masa pandemi Covid-19. Hal ini karena dapat berefek pada tingkat imunitas anak 

terhadap penyakit yang dimuat dalam vaksin yang diberikan. Demikian halnya dengan 

vaksinasi rubella. Sebagai salah satu Penyakit yang Dapat Dicegah Dengan Imunisasi (PD3I) 

(Kemenkes, 2018), rubella perlu mendapat perhatian serius karena akibat dari penyakit ini 

sangat berbahaya, khususnya apabila virus rubella menginfeksi ibu pada masa awal 

kehamilan dan belum pernah memeroleh vaksinasi rubella sebelumnya. Akibat yang terjadi 

antara lain keguguran, kelahiran mati, dan Congenital Rubella Syndrome (CRS) atau cacat 

bawaan ketika lahir, seperti katarak, kurangnya fungsi pendengaran, retardasi mental, dan 

kerusakan jantung bawaan (MMWR, 2013). Oleh karena itu, pemberian vaksinasi rubella, 

yang biasanya menggunakan vaksin gabungan Mumps, Measles, Rubella (MMR) harus 

dilakukan secara rutin dan berkesinambungan dalam bentuk program yang dimonitor secara 

ketat penerapannya, bahkan dalam kondisi pandemi seperti sekarang ini (IDAI, 2020). 

Berdasarkan hasil studi Vynnycky (2016), data tentang kejadian CRS pada bayi yang 

baru lagi masih di bawah estimasi. Hal ini terkait erat dengan validasi data coverage 

pemberian vaksinasi yang digunakan untuk mengestimasi beban kejadian CRS. Di samping itu, 

penerapan pemberian 2 dosis vaksinasi rubella perlu mendapatkan penguatan dari sisi medis 

maupun akademis, agar penerapannya dapat dilakukan secara optimal dan termonitor 

dengan baik. Oleh karena itu, penelitian tentang pemodelan matematika beserta analisisnya 

diharapkan dapat menambah bahan pertimbangan dalam penanganan penularan penyakit 

rubella di Indonesia. 

 

B. Kajian Teori 

1. Virus Rubella 

Rubella merupakan virus yang satu-satunya termasuk dalam genus Rubivirus yang 

termasuk dalam keluarga Matonaviridae. Virus ini sangat infeksius yang ditular melalui tetes 

air liur di udara (droplets) yang berasal dari hidung dan tenggorokan. Virus melalui masa 

inkubasi selama 2 – 3 minggu sebelum muncul gejala. Tingkat penularan rubella sedang saja 

dan tingkat penularan paling tinggi ketika sudah muncul gejala berupa ruam di kulit penderita. 

Gejala-gejala sering muncul pada individu yang terinfeksi rubella antara lain: ruam pada kulit, 
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terjadi pembengkakan pada kelenjar di sekitar kepala dan leher, demam, batuk dan pilek, dan 

rasa nyeri pada sendi (khusus bagi orang dewasa). Infeksi rubella dapat mengakibatkan 

gangguan pada perkembangan janin apabila virus menginfeksi ibu hamil pada usia kehamilan 

kurang dari 20 minggu. Akibat yang terjadi pada bayi yang dilahirkan biasa disebut Congenital 

Rubella Syndrome (CRS) atau cacat bawaan ketika lahir, seperti katarak, kurangnya fungsi 

pendengaran, retardasi mental, dan kerusakan jantung bawaan (CDC, 2015; Vynnycky, 2016). 

Di Indonesia, penanganan terhadap penularan rubella baru secara masif sejak tahun 

2017, di mana pada tahun 2015 – 2017 terjadi peningkatan sebaran dan frekuensi insiden 

infeksi rubella (Kejadian Luar Biasa) hingga ratusan dan mencakup 19 propinsi (Kemenkes, 

2018). 

2. Vaksinasi Rubella 

Vaksin untuk virus rubella sudah mulai dikembangkan sejak keberhasilan Paul D. 

Parkman dan tim dan Thomas H. Weller dan Franklin A. Neva mengisolasi virus rubella pada 

tahun 1962. Vaksin yang mengandung rubella pertama kali dipatenkan pada tahun 1969, 

kemudian pada tahun 1971 telah dikembangkan vaksin gabungan yang memuat virus mumps, 

measles dan rubella (MMR). Pada tahun 2005, telah dikembangkan vaksin gabungan yang 

memuat virus mumps, measles, rubella, dan varicella (MMRV). (CDC, 2015). 

Berdasarkan uji klinis yang dilakukan dan keberhasilan Amerika dalam mengeliminasi 

rubella pada tahun 2004,  negara-negara yang belum menerapkan program vaksinasi rubella 

disarankan untuk menggunakan vaksin MR, MMR atau MMRV untuk alasan efektivitas, baik 

keberhasilan dan biaya. (CDC, 2015; WHO, 2012). 

Berdasarkan KLB rubella yang terjadi di tahun-tahun sebelum, Indonesia 

mencanangkan kampanye vaksin MR pada anak usia 9 bulan hingga 15 tahun dilaksanakan 

secara bertahap dalam 2 fase sebagai berikut :  

a. Fase  1 bulan Agustus-September 2017 di seluruh pulau Jawa. 

b. Fase 2 bulan Agustus-September 2018 di seluruh pulau Sumatera, pulau Kalimantan, 

Sulawesi, Bali, Nusa Tenggara, Maluku dan Papua. (Kemenkes, 2018). 

3. Epidemiologi 

Epidemiologi bermula dari dikenalkannya makhluk hidup yang membawa penyakit 

oleh Aristotle (384 SM – 322 SM) yang kemudian ditemukannya jasad renik (microorganism) 

oleh Leeuwenhoek pada abad ke-17 (Brauer, 2001). Dari pengetahuan tentang jasad renik 

itulah dikenal adanya penyakit dan penyebab, serta mekanisme penyebarannya. Penularan 
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penyakit dapat disebabkan oleh virus dan disebarkan melalui perantara yang biasanya 

penderita penyakit ke orang lain yang sehat. Hal ini dapat dilihat dari mekanisme penyebaran 

penyakit influenza, measles, rubella, tuberculosis, meningitis, dan gonorrhea. Selain itu, 

penyakit dapat menular karena adanya vektor yang membawa, seperti halnya penyakit 

malaria yang ditularkan oleh nyamuk anopheles. Dinamika penularan penyakit dari individu 

ke individu, dari populasi ke populasi, dari komunitas ke komunitas, dari wilayah ke wilayah, 

bahkan dari satu negara ke negara lain menjadi fokus dari kajian epidemiologi. Untuk itu 

diperlukan model epidemiologis yang digunakan untuk menganalisis dinamika penularan 

penyakit tersebut. Model epidemiologis yang menjadi standar dalam studi epidemiologi 

pertama kali dikembangkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927 (dalam Brauer, 

2001). Model Kermack-MacKendrick standar adalah sebagai berikut. 𝑆′ = − 𝛽𝑆𝐼𝑁  

𝐼′ = 𝛽𝑆𝐼𝑁 − 𝛼𝐼 𝑅′ = 𝛼𝐼, 
di mana 𝑆 adalah populasi manusia rentan, 𝐼 adalah populasi manusia yang terinfeksi dan 

dapat menginfeksi, dan 𝑅 adalah populasi manusia yang sembuh. Tanda ′ menyatakan notasi 

diferensial terhadap waktu yang merepresentasikan laju pertumbuhan ketiga populasi pada 

setiap saat. 𝑁 menyatakan total populasi, sedangkan 𝛽 dan 𝛼 masing-masing menyatakan 

rata-rata kontak yang terjadi antara individu rentan dan individu terinfeksi dan rata-rata 

kesembuhan individu terinfeksi. Pada model tersebut diasumsikan bahwa tidak ada individu 

baru yang masuk atau keluar dari populasi, kecuali mati karena penyakit.  

 Dari model standar tersebut, telah dikembangkan berbagai variasi dan modifikasi 

dengan cara menambah atau mengurangi asumsi, sehingga banyak ditemui model-model 

epidemiologis SEIR, SVEIR, SQIR, dan sebagainya. Termasuk juga , mengubah atau  faktor yang 

berpengaruh pada model yang dipelajari, seperti kelompok usia, sifat periodik infeksi, dan 

sebagainya. (Brauer, 2001). 
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C. Metode 

1. Penentuan titik ketimbangan 

Titik kesetimbangan merupakan solusi matematis yang diperoleh dengan meng-nol-

kan ruas kanan sistem persamaan diferensial orde satu yang menjadi model epidemiologik 

yang dipelajari. Pada model epidemiologi akan diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit (Disease-free Equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik 

(Endemic Equilibrium). 

2. Penentuan parameter ambang penyebaran penyakit 

Parameter ambang penyebaran penyakit atau dikenal dengan Basic Reproduction 

Ratio ( 𝑅0) dapat ditentukan melalui tiga cara, yaitu:  

• Syarat eksistensi populasi terinfeksi (ambang batas ini diperoleh ketika populasi 

terinfeksi lebih dari nol)  

• Nilai eigen dari matriks jacobi dari sistem  

• Metode Next Generation Matrix (Driessche, 2002, Diekmann, 2010) 

 

3. Analisis kestabilan 

Pada matematika epidemiologi, kestabilan titik kesetimbangan dilakukan dengan 

memperhatikan nilai ambang penyebaran penyakit. Jika  𝑅0 < 1 maka titik 

kesetimbangan bebas penyakit stabil. Jika  𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan endemik 

stabil. 

4. Simulasi numerik 

Simulasi numerik ini dilakukan untuk mendukung hasil perhitungan analitik. Simulasi 

numerik yang dilakukan menggunakan program integrator yang berdasarkan metode Runge-

Kutta. Beberapa nilai parameter digunakan untuk menjelaskan dinamik dari model 

matematika. 

5. Survey lapangan 

Survey lapangan bertujuan untuk memeroleh data empirik dan masukan ahli untuk 

keperluan model epidemiologi yang akan dikonstruksi. Dari data dan masukan tersebut 

disusunlah asumsi yang digunakan mengkonstruksi model epidemiologi yang akan dipelajari. 

Dilakukan tiga kali survey lapangan yang terdiri atas: 

• Focus group discussion dengan dokter puskesmas di Surabaya, yaitu Puskesmas 

Sawahan, dan Puskesmas Bulak Banteng. Kegiatan ini bertujuan untuk memeroleh 

gambaran dan data empirik terkait penyakit rubella di Surabaya. 
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• Fokus group discussion dengan pakar pemodelan matematika dan epidemiologi dari 

Institut Teknologi Bandung dan University of Essex, UK, serta para dosen matematika 

Unesa rumpun matematika terapan. Kegiatan ini bertujuan untuk memeroleh feedback 

terhadap draf model epidemiologi yang telah dikonstruksi. 

• Fokus group discussion dengan praktisi (dokter penyakit dalam) yang pernah menangani 

kasus penyakit rubella. Kegiatan ini bertujuan untuk mengkonfirmasi apakah hasil 

penelitian yang telah diperoleh bermakna secara medis kedokteran. 

 

D. Hasil yang diperoleh 

1. Model 1: Model penyebaran virus rubella dengan seasonality dan vaksinasi 

Model 1 memfokuskan pada populasi wanita produktif dan memperhatikan angka 

terjadi CRS pada bayi. Model ini disusun berdasarkan asumsi-asumsi berikut. 

a. Populasi terbagi atas populasi rentan ibu (susceptible mother), populasi laten ibu 

(exposed mother), populasi terinfeksi ibu (infected mother), dan populasi sembuh ibu 

(recovered mother). 

b. Penambahan jumlah populasi rentan ibu dipengaruhi oleh faktor kelahiran, sedangkan 

pengurangan jumlah populasi dipengaruhi oleh faktor kematian alami dan adanya infeksi 

penyakit sehingga membawa sebagian jumlah populasi rentan ibu menjadi populasi laten 

ibu. Populasi laten ibu merupakan populasi yang terindikasi penyakit rubella tetapi tidak 

mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakit ini. 

c. Dalam kurun waktu tertentu, jumlah populasi laten ibu menurun karena adanya faktor 

kematian alami dan perubahan status dari populasi laten ibu menjadi populasi terinfeksi 

d. Populasi terinfeksi ibu merupakan populasi yang telah mempunyai kemampuan untuk 

menginfeksi. 

e. Tidak ada migrasi baik masuk maupun keluar dari populasi. 

f. Pada populasi wanita produktif yang tidak hamil maka wanita tersebut akan sembuh 

dengan sendirinya dan tidak membawa dampak sama sekali. 

g. Pada populasi wanita produktif yang hamil maka berdasarkan karakteristik dari penyakit 

rubella akan melahirkan bayi dengan CRS. 

h. Ibu hamil yang terinfeksi rubella pada usia kehamilan kurang dari 3 bulan diasumsikan 

melahirkan bayi yang meninggal. 
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i. Ibu hamil yang terinfeksi rubella pada usia kehamilan lebih dari 3 bulan diperbolehkan 

untuk tetap mempertahankan kehamilannya mengingat dampak yang diberikan 

terhadap janin yang dikandungnya tidak terlalu signifikan meskipun tetap akan dilahirkan 

bayi dengan kondisi CRS. 

j. Berdasarkan pola penyebaran rubella yang dipengaruhi oleh perubahan musim, 

sebaiknya interaksi antara individu terinfeksi dengan individu sehat mempertimbangkan 

faktor seasonal yang dapat direpresentasikan dengan fungsi sinusoidal. 

k. Berdasarkan kondisi di lapangan bahwa salah satu bentuk kontrol terhadap penyebaran 

virus rubella dengan melakukan vaksinasi. Implementasi vaksinasi memperhatikan 

jumlah individu yang divaksinasi dan keberhasilan vaksinasi dalam mencegah penyebaran 

penyakit rubella. 

Berdasarkan asumsi-asumsi di atas dikonstruksi diagram kompartemen yang menjadi 

dasar penyusunan model epidemiologi. 

 

Gambar 1. Diagram kompartemen penularan penyakit rubella dengan aspek periodik 

dan pemberian vaksin. 

Dari diagram kompartemen tersebut dapat diturunkan model epidemiologi sebagai 

berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑆𝑀𝑑𝑡 𝛼 − 𝛽 𝜀 𝜋𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 − − 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝜇 𝑞𝑝 𝑆𝑀𝑑𝐸𝑀𝑑𝑡 𝛽 𝜀 𝜋𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝜇 𝜂 𝐸𝑀𝑑𝐼𝑀𝑑𝑡 𝜂𝐸𝑀 − 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝐼𝑀𝑑𝑅𝑀𝑑𝑡 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝑅𝑀𝑑𝐼𝐶𝑑𝑡 𝛿𝐼𝑀 − 𝜌𝐼𝐶 − 𝜏𝐼𝐶𝑑𝑅𝐶𝑑𝑡 𝜌 𝐼𝐶 − 𝜏𝑅𝐶

𝐼𝑀  

𝑀≤3  

𝑅𝑀  

𝑀> 3  𝐼𝐶  𝑅𝐶  

𝛼𝑁 𝛽(𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀/𝑁 𝐼𝑚
𝜇𝑆𝑀  𝜇𝐸𝑀  𝜇𝐼𝑀  𝜇𝑅𝑀  

𝜏𝐼𝐶  

𝜂𝐸𝑀  𝜃𝐼𝑀  

𝜌𝐼𝐶  

𝜏𝑅𝐶  

𝑞𝑝𝑆𝑀  𝑆𝑀  𝐸𝑀  
(1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀/𝑁 

𝛿𝐼𝑀  
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 Hasil analisis terhadap model epidemiologi tersebut adalah sebagai berikut. 

a. Pemberian vaksinasi pada wanita produktif terbukti efektif menekan 

penyebaran/penularan virus rubella pada populasi wanita produktif. 

b. Diperoleh hubungan antara cakupan atau banyaknya individu yang harus diberi vaksin 

dengan tingkat keberhasilan vaksin 

c. Karakteristik penularan rubella yang periodik perlu menjadi perhatian bagi lembaga yang 

menangani program imunisasi rutin. 

 

 

2. Model 2: Model penyebaran virus rubella dengan strategi vaksinasi 2 dosis 

Model 2 masih berfokus pada populasi perempuan tapi dibagi dalam kelompok umur 

1, anak perempuan yang memeroleh vaksinasi MMR1 pada usia 12 – 15 bulan dan kelompok 

umur 2, anak perempuan yang memeroleh vaksinasi MMR2 pada usia 4 tahun atau lebih. 

Model ini disusun berdasarkan asumsi-asumsi berikut. 

a. Vaksinasi hanya diberikan populasi anak dalam dua kelompok umur. 

b. Vaksin bersifat tetap, individu yang berhasil divaksin akan kebal terhadap rubella dengan 

tingkat efektivitas tertentu. 

c. Rubella tidak menyebabkan kematian pada individu. 

d. Individu anak dapat menularkan rubella ke individu dewasa dan sebaliknya dengan laju 

penularan sama dari anak ke anak, anak ke dewasa, dewasa ke dewasa, dan dewasa ke 

anak. 

𝑑𝑆𝑀𝑑𝑡 = 𝛼 − 𝛽( 1 + 𝜀 cos 2𝜋𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀 − (1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − (𝜇 + 𝑞𝑝)𝑆𝑀  𝑑𝐸𝑀𝑑𝑡 = 𝛽(1 + 𝜀 cos 2𝜋𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀 + (1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − (𝜇 + 𝜂)𝐸𝑀  𝑑𝐼𝑀𝑑𝑡 = 𝜂𝐸𝑀 − 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝐼𝑀  𝑑𝑅𝑀𝑑𝑡 = 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝑅𝑀  𝑑𝐼𝐶𝑑𝑡 = 𝛿𝐼𝑀 − 𝜌𝐼𝐶 − 𝜏𝐼𝐶  𝑑𝑅𝐶𝑑𝑡 = 𝜌. 𝐼𝐶 − 𝜏𝑅𝐶  

𝐼𝑀

𝑀≤
𝑅𝑀

𝑀 𝐼𝐶 𝑅𝐶

𝛼𝑁 𝛽 𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 𝑁𝐼𝑚
𝜇𝑆𝑀 𝜇𝐸𝑀 𝜇𝐼𝑀 𝜇𝑅𝑀

𝜏𝐼𝐶

𝜂𝐸𝑀 𝜃𝐼𝑀

𝜌𝐼𝐶
𝜏𝑅𝐶

𝑞𝑝𝑆𝑀𝑆𝑀 𝐸𝑀
− 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 𝑁

𝛿𝐼𝑀
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e. Rubella membutuhkan waktu inkubasi di dalam tubuh individu yang tertular kemudian 

menjadi individu terinfeksi. 

f. Populasi sembuh dari rubella tidak bisa terinfeksi kembali atau kebal terhadap rubella. 

g. Masing-masing individu anak dari kelompok umur 1 akan beralih menjadi individu 

kelompok umur 2 dewasa dengan laju pertumbuhan yang sama. 

Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut dikonstruksi diagram kompartemen yang 

menjadi dasar penyusunan model epidemiologi. 

 

Gambar 2. Diagram kompartemen dua kelompok umur akibat penerapan 2 dosis 

vaksinasi 

  

 Berdasarkan diagram kompartemen di atas disusun model epidemiologi berikut. 

 

 
Hasil analisis terhadap model epidemiologi tersebut adalah sebagai berikut. 

a. Penentuan 𝑅0 memegang peranan penting dalam penentuan kestabilan titik 

kesetimbangan. 

b. Model penularan rubella dengan penerapan vaksinasi dua dosis memberi konfirmasi dan 

penegasan bahwa rekomendasi WHO tentang penerapan vaksinasi rubella dua dosis 

 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜸 

𝜽𝑺𝟏 𝝁 

𝑹𝟐 𝑰𝟐 

𝑹𝟏 𝑬𝟏 

𝑬𝟐 

𝑰𝟏 𝑺𝟏 

𝑺𝟐 

𝜹 

𝜹 

𝚲𝑵 

𝝁 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜼 𝜼 𝜼 𝜼 

𝜸 

(𝟏 − 𝜽𝟏)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟏/𝑵 

 

𝜃𝑺𝟐  

(𝟏 − 𝜽𝟐)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟐/𝑵 

ficac

ficac

𝝁 𝝁𝝁

𝜸

𝜽𝑺𝟏𝝁

𝑹𝟐𝑰𝟐

𝑹𝟏𝑬𝟏

𝑬𝟐

𝑰𝟏𝑺𝟏

𝑺𝟐

𝜹
𝜹

𝚲𝑵

𝝁𝝁 𝝁𝝁
𝜼 𝜼 𝜼𝜼 𝜸𝟏 − 𝜽𝟏 𝜷 𝑰𝟏 𝑰𝟐 𝑺𝟏 𝑵

𝜃𝑺𝟐
𝟏 − 𝜽𝟐 𝜷 𝑰𝟏 𝑰𝟐 𝑺𝟐 𝑵

dS1

dt
= LN−

(1− q1)bS1(I1+ I2)
N

− (µ + h + q1)S1

dE1

dt
=
(1− q1)bS1(I1+ I2)

N
− (µ + h + d)E1

dI1

dt
= dE1− (µ + h + g)I1

dR1

dt
= gI1− (µ + h )R1+ q1S1

dS2

dt
= hS1−

(1− q2)bS2(I1+ I2)
N

− (µ + q2)S2

dE2

dt
= hE1+

(1− q2)bS2(I1+ I2)
N

− (µ + d)E2

dI2

dt
= h I1+ dE2− (µ + g)I2

dR2

dt
= hR1+ gI2− µR2+ q2S2.
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efektif baik dari segi keberhasilan menekan penyebaran rubella juga dari segi 

pembiayaan. 

 

E. Rekomendasi 

Berdasarkan hasil penelitian terhadap model penyebaran rubella baik Model 1 

maupun Model 2, beberapa masukan berikut dapat dijadikan pertimbangan bagi 

Kementerian Kesehatan Republik Indonesia dalam menangani pemberantasan penularan 

rubella di Indonesia. 

1. Program imunisasi campak dan rubella yang telah tersusun perlu dimonitor secara ketat 

dalam pelaksanaan pemberian imunisasi MR/MMR di seluruh wilayah negeri. Monitoring 

secara ketat termasuk dalam hal pengadministrasian pemberian imunisasi dari setiap 

individu penerima vaksin.  

2. Perlu adanya koordinasi dan kerjasama yang baik dengan berbagai pihak antara lain:   

Ikatan Dokter Anak Indonesia (IDAI), Badan Pusat Statistik, Lembaga Penelitian 

Epidemiologi dalam satu wadah khusus yang bertugas memberi rekomendasi khususnya 

untuk program imunisasi campak dan rubella yang lebih baik. 

3. Poin 1 dan 2 berkaitan erat dengan data yang sangat penting khususnya apabila 

diperlukan untuk mengkaji dan meneliti hal-hal penting terkait dengan penularan rubella, 

yang hasilnya tentu saja untuk rekomendasi yang valid dan akurat bagi pengambil 

kebijakan. 
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Abstrak 

Penyakit rubella adalah penyebab umum ruam dan demam pada anak-anak. Penyakit ini tergolong infeksi 
ringan tetapi bisa menjadi kondisi serius jika menginfeksi wanita hamil, karena dapat menyebabkan 
Sindrom Rubella Bawaan (CRS) pada janin. Penelitian ini bertujuan untuk memodelkan dan menganalisis 
penyebaran penyakit rubella guna mendapatkan gambaran tentang dinamika penularan virus rubella. 
Artikel ini membahas dua model penularan rubella yang melibatkan wanita usia subur dan bayi baru lahir 
dari wanita yang terinfeksi. Model tersebut adalah SEIR-IR tanpa memperhatikan faktor musim dan 
SEIR-IR dengan memperhatikan faktor musim. Hasil dari model pertama menunjukkan bahwa bifurkasi 
pitchfork terjadi pada solusi dinamika sistem dengan laju infeksi konstan dan kenaikan nilai laju infeksi 
tidak berdampak pada kejadian rubella pada bayi. Model kedua yang memperhitungkan musim 
memberikan dinamika yang menarik dimana pengaruh musim yang besar dapat mengarah pada dinamika 
solusi yang lebih kompleks.  

Kata Kunci : rubella, sistem dinamik, musim, kestabilan 
 

Abstract 

Rubella is a common cause of childhood rash and fever. It is typically a mild infection but it can be serious 

condition in pregnant women, as it may cause Congenital Rubella Syndrome (CRS) in the fetus. The study 

aimed to model and analyze it in order to get picture about the dynamics of the rubella virus transmission. 

The paper discussed two models of rubella transmission involving child-bearing age women and newly 

born infants of infected mothers. The model are SEIR-IR without seasonality and SEIR-IR with 

seasonality. The results from the first model showed that a pitchfork bifurcation occurred in the dynamics 

of the solution of the system with constant infection rate and the increase of the infection rate value do 

not make impact to the incidence of rubella among infants. The second model involving seasonality gave 

interesting dynamics where big seasonality may lead to a more complex dynamics of the solution. 

Keywords: rubella, dynamics, seasonality, stability. 
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1. PENDAHULUAN  

Infeksi rubella pada usia awal kehamilan seorang ibu dapat menyebabkan aborsi secara langsung atau 
Congenital Rubella Syndrome (CRS) dengan berbagai cacat lahir, seperti gangguan pendengaran, penyakit 

This is an open access article under the CC–BY-SA license 
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jantung bawaan, mikrosefali, katarak, global keterlambatan perkembangan, dan berbagai manifestasi 
permanen lainnya. [1, 2].  

Di banyak negara, beban CRS cukup bermasalah. Di negara maju seperti Inggris, Wales, Denmark, 
Australia, dan Jepang, penelitian tentang penyakit menular seperti rubella dilakukan secara ekstensif dengan 
mempertimbangan faktor yang lebih realistis telah dilakukan oleh beberapa peneliti [3, 4, 5, 6]. Dalam 
studinya, Fine dan Clarkson [3] menemukan bahwa parameter penularan virus meningkat tiga kali setiap 
tahun sesuai dengan pembukaan sekolah pada awal semester, waktu sekolah pada musim gugur, dan liburan 
tengah semester. Pola musim tersebut berdampak pada program vaksinasi campak nasional sehingga mereka 
menyarankan bahwa program tidak akan menurunkan jumlah total orang yang rentan terhadap campak di 
Inggris dan Wales. Sementara Olsen, et.al. [4] mempelajari enam penyakit anak termasuk rubella di 
Kopenhagen, Denmark. Mereka menggunakan model skema SEIR dan menggunakan pendekatan Monte 
Carlo untuk simulasi. Mereka menyimpulkan bahwa hasil simulasi menunjukkan persetujuan substansial 
dengan data aktual. Lebih lanjut, Gao, et.al. [5] menunjukkan vaksinasi selektif itu untuk anak sekolah yang 
diterapkan oleh pemerintah Australia pada periode 1971-88 menghasilkan penurunan 90% dalam kejadian 
CRS, tetapi hanya 1 - 4% penurunan insiden rubella. Baru-baru ini, pada 2019 Lee, et.al. [6] mempelajari 
model berdasarkan parameter pada data epidemi rubella di Jepang periode 2012 - 14 untuk memprediksi 
besarnya epidemi CRS selama 2018 - 19. Hasilnya menyimpulkan bahwa kejadian CRS diharapkan terjadi 
rata-rata 24 minggu setelah ibu terinfeksi oleh virus rubella dan dalam 650 kasus pada wanita pada minggu 
ke 5 pada tahun 2019, kasus CRS selama periode tersebut telah melebihi 13 kasus. 

Beban rubella dan CRS di negara berkembang cukup berlebihan dan sebagian besar belum diatasi 
dengan baik. Ini tercermin dari review yang dilakukan oleh Cutts et.al. [1] berdasarkan literatur CRS dan 
rubella yang didapat dari negara berkembang di wilayah Organisasi Kesehatan Dunia (WHO). Informasi 
tentang beban CRS diperoleh dari surveilans Data dan dari serosurvei menunjukkan bahwa prevalensi rubella 
spesifik usia pada wanita hamil dan/atau wanita usia subur. Contoh praktik surveilans CRS yang baik 
dilakukan di Indonesia oleh Herini et.al. [2]. Mereka melakukan surveilans berbasis rumah sakit dan 
melaporkan kejadian CRS di Indonesia tinggi dengan empat cacat paling umum di antara kasus CRS yang 
dikonfirmasi laboratorium adalah gangguan pendengaran (100%), katarak kongenital (72,7%), mikrosefali 
(72,7%), dan kelainan jantung bawaan (45,5%). Mereka menyarankan pentingnya penerapan program 
vaksinasi program di negara tersebut. Studi rubella di Meksiko telah dilakukan oleh Metcalf et.al. [7]. Mereka 
menganggap rubella sebagai penyakit musiman yang  data penularannya berasal dari laporan kejadian di 
Meksiko selama kurun waktu 20 tahun. Transmisi musiman diperkirakan dengan menggunakan model SIR 
time-series. Mereka menggunakan perkiraan untuk menentukan pola musim di antara wilayah yang sedang 
dipelajari. Hasil ini digunakan untuk mengidentifikasi populasi yang paling berisiko dan untuk pelaksanaan 
program vaksinasi. 

Sebagian besar studi yang disebutkan di atas dan banyak studi serupa lainnya tentang rubella dan CRS 
menyiratkan hasil mereka pada implementasi program vaksinasi termasuk berbagai strategi dan kebijakan 
yang diterapkan. (Lihat [3, 5, 8, 9, 10] untuk referensi). Studi ini adalah bagian pertama dari keseluruhan 
studi tentang pemodelan dan analisis dinamika virus rubella dengan mempertimbangkan risiko CRS dan 
pelaksanaan program vaksinasi, terutama untuk wanita usia subur. Studi ini lebih berfokus pada pemodelan 
dinamika virus rubella yang melibatkan populasi wanita usia subur dan anak yang baru lahir dari ibu yang 
terinfeksi rubella. Bagian kedua dari studi ini, yang akan dipublikasikan secara terpisah, mempertimbangkan 
vaksinasi diterapkan pada wanita usia subur. 

 
2. MODEL MATEMATIKA 

Banyak penelitian sebelumnya tentang rubella menggunakan model Susceptible-Exposed-Infectives-
Recovered (SEIR) karena karakteristiknya dari virus yang telah terpapar atau tahap laten. Bagian ini 
menyajikan dua model SEIR-IR yang mewakili penularan virus rubella melalui ibu muda dan anak yang baru 
lahir dari ibu yang terinfeksi rubella. 

2.1 Model SEIR-IR 
Model pertama mengikuti standar model SEIR di [11] yang mempertimbangkan populasi terinfeksi dan 
sembuh yang merupakan anak baru lahir. Model SEIR merepresentasikan populasi wanita usia subur (Lihat 
[5]). Asumsi yang digunakan dalam model adalah sebagai berikut. 

1. Populasi perempuan diasumsikan tertutup, 
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2. Peningkatan jumlah individu rentan disebabkan oleh angka kelahiran alami, sedangkan penurunan 

individu rentan disebabkan tingkat kematian alami dan penularan dari individu yang rentan yang 
terinfeksi ke yang terpapar atau terpapar, 

3. Ada tingkat inkubasi di mana virus menularkan dari individu laten menjadi individu yang terinfeksi, 
4. Kehamilan bayi kurang dari tiga bulan yang terinfeksi akibat penularan vertikal akan diaborsi. Ini 

dilakukan untuk pertimbangan medis, 
5. Tingkat infeksi diasumsikan konstan. 

Berdasarkan asumsi tersebut maka rumusan model adalah sebagai berikut. 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼𝑁 െ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠𝑁 െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠𝑁 െ ሺ𝛾 ൅ 𝜇ሻ. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 𝛾. 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼ 
 
di mana 𝑆௠, 𝐸௠, 𝐼௠, 𝑅௠ adalah wanita usia subur yang Rentan-Laten-Infeksi-Sembuh, masing-masing, sedangkan  𝐼௖ , 𝑅௖masing-masing adalah bayi yang terinfeksi dan pulih. 𝛼 adalah angka kelahiran wanita, 𝛽 adalah tingkat infeksi 
wanita yang terinfeksi terhadap wanita yang rentan, 𝜇 adalah tingkat kematian alami wanita, 𝛾 adalah tingkat inkubasi 
dari wanita laten menjadi wanita yang terinfeksi infeksi, 𝜃 adalah tingkat kesembuhan dari wanita yang terinfeksi, 𝜀 
adalah proporsi angka kelahiran dari ibu yang terinfeksi, 𝜌 adalah angka kesembuhan anak dari infeksi, dan 𝜏 adalah 
angka kematian alami anak-anak. Untuk memenuhi makna biologis, semua parameter sistem bersifat nonnegatif. Untuk 
menganalisis sistem (1) akan lebih mudah jika menerapak re-scale berikut ini. 𝑆௠̅ ൌ 𝑆௠𝑁 , 𝐸ത௠ ൌ 𝐸௠𝑁 , 𝐼௠̅ ൌ 𝐼௠𝑁 , 𝑅ത௠ ൌ 𝑅௠𝑁 , 𝐼௖̅ ൌ 𝐼௖𝑁 , 𝑅ത௖ ൌ 𝑅௖𝑁 , 
 
sehingga dapat diperoleh sistem yang baru sebagai berikut (setelah menghilangkan bar). 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼 െ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠ െ ሺ𝛾 ൅ 𝜇ሻ. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 𝛾. 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼ 
 
2.2 Titik Kritis dan Kestabilan 
Ekuilibrium Bebas Penyakit. Mengambil sisi kanan sistem (3) sama dengan nol dan mengambil 𝑰𝒎 ൌ 𝟎 dan 𝑰𝒄 ൌ𝟎, sehingga diperoleh 𝑷𝟎 ൬𝜶𝝁 , 𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎൰ 

Jacobian dari sistem memberikan nilai eigen sebagai berikut 𝝀𝟏 ൌ 𝝀𝟐 ൌ െ𝝁, 𝝀𝟑 ൌ െ𝝆 െ 𝝉, 𝝀𝟒 ൌ െ𝝉, 𝝀𝟓 ൌ 𝝀𝟓𝟎, 𝝀𝟔 ൌ 𝝀𝟔𝟎 
dimana 𝝀𝟓𝟎 ൌ െ൫𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽൯ െ ඥሺ𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ𝟐 െ 𝟒𝝁ሺെ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝟐𝝁  
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dan 𝝀𝟔𝟎 ൌ െ൫𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽൯ ൅ ඥሺ𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ𝟐 െ 𝟒𝝁ሺെ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝟐𝝁  

dari situ dapat disimpulkan bahwa kesetimbangan bebas penyakit 𝑷𝟎 stabil ketika െ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽 ൐ 𝟎 
Ekuilibrium Endemik. Mengambil ruas kanan sistem (3) sama dengan nol untuk memperoleh ekuilibrium endemik 
sistem yang diberikan oleh 𝑷𝟏ሺ𝑺𝒎∗ , 𝑬𝒎∗ , 𝑰𝒎∗ , 𝑹𝒎∗ , 𝑰𝒄∗, 𝑹𝒄∗ሻ 
dimana 𝑺𝒎∗ ൌ 𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽𝜷𝜸  𝑬𝒎∗ ൌ 𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽𝜷𝜸ሺ𝜸 ൅ 𝜷ሻ  𝑰𝒎∗ ൌ 𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽𝜷ሺ𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ  𝑹𝒎∗ ൌ 𝜽ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷𝝁ሺ𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ  𝑰𝒄∗ ൌ 𝜺ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷ሺ𝜸𝝁𝝆 ൅ 𝜸𝝁𝝉 ൅ 𝜸 ൅ 𝝆𝜽 ൅ 𝜸𝝉𝜽 ൅ 𝝁𝟐𝝆 ൅ 𝝁𝟐𝝉 ൅ 𝝁𝝆𝜽 ൅ 𝝁𝝉𝜽ሻ 𝑹𝒄∗ ൌ 𝝆𝜺ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷𝝉ሺ𝜸𝝁𝝆 ൅ 𝜸𝝁𝝉 ൅ 𝜸 ൅ 𝝆𝜽 ൅ 𝜸𝝉𝜽 ൅ 𝝁𝟐𝝆 ൅ 𝝁𝟐𝝉 ൅ 𝝁𝝆𝜽 ൅ 𝝁𝝉𝜽ሻ 

Dari kriteria keberadaan wanita yang terinfeksi atau dari persamaan. (4) dapat diturunkan rasio reproduksi dasar 
yang menentukan ambang penyebaran penyakit. 𝑹𝟎 ൌ 𝜶𝜷𝜸𝝁ሺ𝜸 ൅ 𝝁ሻሺ𝝁 ൅ 𝜽ሻ 

Simulasi I. Simulasi numerik dilakukan dengan tujuan untuk melihat dinamika solusi dari sistem dengan memvariasikan 
nilai 𝜷, tingkat infeksi dari wanita yang infeksi. Pertama, menghitung nilai parameter sistem yang sesuai dengan situasi 
nyata dan memenuhi kondisi pada 𝑹𝟎 seperti yang disajikan pada Tabel I. 
Tabel 1. Nilai Parameter 

Parameter Notasi Nilai 
Tingkat kelahiran wanita 𝜶 0.3 
Tingkat kematian alami wanita 𝝁 0.3 
Tingkat inkubasi 𝜸 0.047 
Tingkat kesembuhan wanita 𝜽 0.1 
Presentase kelahiran janin 𝜺 0.3 
Tingkat kesembuhan janin 𝝆 0.1 
Tingkat kematian alami janin 𝝉 0.2 

 
Ketika nilai 𝜷 meningkat, terjadi transisi dinamika solusi; dari titik kesetimbangan bebas penyakit stabil yang 
ditunjukkan oleh Gambar 1(i) ke titik kesetimbangan endemik yang ditunjukkan oleh Gambar 1(ii), sedangkan 
keseimbangan bebas penyakit menjadi tidak stabil, yang merupakan bifurkasi pitchfork. Tingkat infeksi yang konstan 
tidak mempengaruhi banyak kejadian rubella pada populasi bayi seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1(ii). 
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Gambar 1. (1) Titik bebas penyakit yang stabil untuk 𝜷 ൌ 𝟏(𝑹𝟎 ൏ 𝟏) dan (2) Titik endemik yang stabil untuk 𝜷 ൌ 𝟓 (𝑹𝟎 ൐ 𝟏) 

2.3 Model SEIR dengan Faktor Musim 
Dengan memasukkan faktor musim ke sistem sebelumnya merupakan tahap awal dalam penelitian ini. 
Banyak penelitian tentang penyakit menular seperti rubella yang mempertimbangkan faktor musim selain 
mempertimbangkan nonlinier dan stokastisitas. (Lihat [3, 4, 12, 13, 14] untuk referensi). Pada bagian ini, 
angka penularan dari wanita yang terinfeksi ke wanita rentan diasumsikan bersifat musiman dan diwakili 
oleh fungsi kosinus seperti yang dikemukakan oleh Olsen et.al. [4] sebagai berikut. 𝛽ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛽଴ሺ1 ൅ 𝛽ଵ cos 2𝜋𝑡ሻ 
 
Sistem ini juga mengadopsi perilaku musiman karena variasi tahunan dalam lamanya masa inkubasi 
ekstrinsik (EIP) diperkenalkan di [13] sebagai berikut, 𝑎 ൌ 1 െ 𝑒ିఓ௧𝜇  

 
dimana 𝜇 adalah angka kematian alami wanita. Setelah melakukan penskalaan serupa dengan model 
sebelumnya, maka model tersebut adalah dirumuskan sebagai berikut. 
 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼 െ 𝛽0ሺ1 ൅ 𝛽1 cos 2𝜋𝑡ሻ. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽0൫1 ൅ 𝛽1 cos 2𝜋𝑡൯. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 1 െ 𝑒െ𝜇𝑡𝜇 𝐸௠ െ 𝜇. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 1 െ 𝑒െ𝜇𝑡𝜇 . 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼  
 
dimana 𝛽଴ ൐ 0 dan 𝛽ଵ ൐ 0 adalah musim infeksi, sedangkan parameter lainnya memiliki arti yang sama 
dengan parameter pada sistem (3). 
Simulasi II. Karena pekerjaan analitis dari sistem ini belum sepenuhnya selesai, simulasi numerik akan 
membantu memberikan wawasan awal tentang dinamika solusi. Menggunakan nilai parameter yang sama 
seperti pada Tabel 1 dan memvariasikan nilai 𝛽ଵ, hasil simulasi pada Gambar (2). 
Simulasi menunjukkan bahwa musim memberikan pengaruh yang kuat terhadap kejadian rubella pada bayi. 
Sementara itu, ada cukup banyak individu yang sembuh baik dari populasi wanita maupun bayi. Solusi 
endemik adalah orbit periodik yang stabil (ditunjukkan oleh perilaku osilasi, terutama untuk rentan, laten, 
dan infektif dari populasi wanita). Lebih menariknya lagi, ketika nilai 𝛽ଵ semakin besar maka osilasi dari 
populasi laten, dan populasi wanita yang terinfeksi menjadi lebih luas. 
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Gambar 2. (1) Solusi untuk 𝜷𝟎 ൌ 𝟏 dan 𝜷𝟏 ൌ 𝟎 dan (2) Solusi untuk 𝜷𝟎 ൌ 𝟏 dan 𝜷𝟏 ൌ 𝟏. 𝟓 

 
3. DISKUSI 

Dinamika penularan virus rubella melalui wanita usia subur kepada bayi baru lahir sangat penting 
dilakukan dan menarik untuk dipelajari. Tidak hanya untuk sudut pandang medis tetapi juga matematika. 
Studi tentang SEIR-IR dengan dan tanpa faktor musim akan memberikan ide baru tentang transmisi rubella 
dan analisis matematis. Seperti yang ditunjukkan dalam [13], kemungkinan perilaku chaos mungkin timbul 
dari sistem dengan musim. Dalam hal ini, kelanjutan siklus batas sistem (8) dapat mengarah ke percabangan 
torus (Lihat [15] dan referensi di dalamnya). Seperti disebutkan di atas, studi ini akan mencakup vaksinasi 
strategi dalam sistem SEIR-IR. 

 
4. KESIMPULAN 

Hasil studi pemodelan dinamika virus rubella dengan memfokuskan pada populasi wanita usia subur dan 
bayi yang dilahirkan mereka memberikan informasi betapa berbahayanya risiko yang harus dialami oleh bayi 
yang baru lahir karena harus menyandang sindrom rubella bawaan. Hasil studi ini mengarahkan kita untuk 
mempertimbangkan dengan sungguh-sungguh tentang penting pemberian perlakuan agar situasi tersebut 
tidak tidak terjadi atau setidaknya dapat dikurangi atau dicegah. Oleh karena itu, berdasarkan hasil yang 
diperoleh di paper ini, perlu dilakukan studi lanjutan dengan memberi perlakuan sebagai tindakan pencegahan 
terjadi sindrom rubella bawaan pada bayi yang dilahirkan. Salah satu yang dilakukan mengimplementasikan 
strategi pemberian program vaksinasi pada kelompok populasi tertentu. 
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Abstract. An age-structured SEIR model were constructed to study the transmission of rubella virus. The study

investigated the impact of 2-dose vaccination strategy to eradicate the virus transmission. The population were

focused on women population and due to the implementation of 2-dose vaccination, the population were divided

into two age groups, namely age group 1 of girls who received MMR1 at age 12 – 15 months old and age group 2

of girls who received MMR2 at age 4 years old or older. The analysis was started with determining the equilibria

of the system and then used it to calculate the basic reproduction ratio (R0) of the system. The basic reproduction

ratio was used to identify the stability of the equilibria. Some numerical simulations were undertaken to confirm

the analytical calculations. From the results of the study it can be concluded that the model is well fitted to the

facts that 2-dose vaccination strategy for elimination rubella virus transmission really makes sense to be applied

by countries all over the world.

Keywords: rubella; two-dose vaccination; basic reproduction ratio; stability.

2010 AMS Subject Classification: 37N25, 92B05.

1. INTRODUCTION

Rubella is one of Vaccine-preventable Diseases (VPDs) that can cause serious disease and

complications of disease. The most feared complication due to rubella virus infection is Con-

genital Rubella Syndrome (CRS), an illness in infants that results from maternal infection with
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rubella virus during pregnancy. Rubella was considered as a variant of measles or scarlet fever,

until firstly described in 1814 that it was different disease in German medical literature. Since

then many efforts had been undertaken to prevent the transmission of the disease [5, 13].

As implemented to other VPDs, the use of vaccine to eliminate rubella transmission has a

long history since the Rubella-Containing Vaccines (RCVs) had been introduced in 1969 in

the United States. Later, the monovalent vaccines were substituted with combined measles

and rubella -containing (MR) vaccines and measles, mumps, and rubella -containing (MMR)

vaccines which are used worldwide nowadays. ([3, 16]).

World Health Organization (WHO) strongly recommended the use of MMR vaccines to erad-

icate mumps, measles, and rubella virus in the countries implementing large-scale immuniza-

tion program [15]. This was as a result of extensive studies on the result of numerous clinical

trials. The studies reported that the use of multivalent vaccines, such as MMR vaccine was rec-

ommended to interrupt rubella virus transmission and also eliminate both rubella and CRS. A

thorough review had been conducted by Vynnicky et al. [13] on seroprevalence and immuniza-

tion coverage to estimate CSR burden globally. The review result concluded that the estimated

CRS incidence remains high after vaccination worldwide, except in the Americas, Europe and

the Eastern Mediterranian.

As a follow up to the Global Vaccine Action Plan [17] that do not mention specifically global

measles or rubella eradication goal, WHO published the Global Measles and Rubella Strategic

Plan 2012-2020 [18]. In this plan, one of the strategies to eradicate measles, rubella and CRS

is that countries should achieve and maintain high level coverage immunization coverage (at

least 80%) with 2-dose MCV-RCV or combined vaccines (MR or MMR). 2-dose vaccination

strategy is recommended because rubella antibodies level that most people had after 1 dose

rubella-containing vaccine might be decreased over time. It is apparent that among persons with

2 doses, approximately 91-100% had detectable antibodies after 12 to 15 years after receiving

the second dose [11].

The schedule of 2-dose MMR vaccination are routinely recommended for children age 12

months or older. The first dose should be given at age 12 – 15 months and the second dose is
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given based on observations of failure to generate an immune response rubella following the

first dose. Dose 2 is routinely given at age 4 – 6 years, before a child enters school. [4].

Many studies on rubella virus transmission, including various vaccination strategies has been

conducted by many authors. There are some studies in some WHO regions that can be men-

tioned regarding the efforts of rubella eradication. For example, in 2013 Gao et al. [9] informed

that the use of vaccine in Australia had succeeded to reduce by 99% in 2010 compared to the

pre-vaccination period (1960-70). Meanwhile, Lambert et al. [10] reported that despite the

success of rubella vaccines implementation in the Americas since 2009, incomplete rubella im-

munization programs resulted in the continuation of the virus transmission as evidenced new

outbreaks in Japan and other regions. In addition, they also informed about new policies on

controlling rubella and about rubella vaccine immunogenetics for the development of novel

vaccine candidate which is affordable, easy to administer, and does not require any complex

process for an optimal result. In 2016, Wu et al. [19] reported their study on age-structured

transmission model of rubella with seven vaccination strategies in East Java, Indonesia. Their

results stated that replacing the existing 2-dose measles vaccination with MR vaccines might

be more effective to achieve about 99% annual reduction of rubella transmission after 20 years,

provided that the vaccination coverage is maintained at least the same with the previous one.

The importance of second dose rubella vaccination (MMR2) was strengthen by the study of

LeBaron et al. [11] that evaluated the short- and long-term rubella immunogenicity of MMR2.

They evaluated rubella antibody levels of two groups children who received MMR2 at age 4-6

years and at age 10-12 years from serum specimens that were collected during a 12-year period.

The finding of their study stated that the response of rubella antibody to MMR2 was strong, but

the level of the antibody tends to decrease after 12 years.

Regarding studies on virus transmission model, most authors refer to the standard model by

Kermack-McKendrick (see in [2]) and its modifications, depending on additional factors that

are put in the model. Zhou et al. [20] studied a SIR measles transmission model with age-

structure. They investigated the global stability of endemic equilibria of SIR epidemic models

with discrete age structures in both susceptible and infectious populations. In addition, they

developed a vaccination model with four age groups to analyze different vaccination strategies
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for measles epidemics in India. Sun and Hsieh [12] studied a SEIR model considering vary-

ing population size and vaccination strategy. Rigorous results on the investigation of the basic

reproduction ratios of the system were presented and then used them to determine the stability

the disease-free equilibrium and the endemic equilibrium. They also conjectured that low vac-

cination rate and low efficacy of the vaccine may lead to a more complicated dynamics of the

system.

This paper aimed to study the transmission models of rubella virus with age-structure and

vaccination. The model followed the one studied by Sun and Hsieh [12], particularly its vacci-

nation modeling, combined with the one studied by Zhou et al. [20] for age structure modeling.

The study started with the analysis for determining equilibria of the system, and then used the

disease-free equilibrium to determine the basic reproduction ratio (R0) following the proce-

dures explained in [7]. Using the basic reproduction ratio, the stability of the equilibria could

be determined. These results then were confirmed through numerical simulations. Finally, the

interpretation of the solutions of the system were drawn.

2. MATERIALS AND METHODS

This study is a continuation of the previous study in [1] where vaccination and seasonality

were considered. This study proposes a similar model as in [1] but more focuses on the the

implementation of 2-dose vaccination strategy as recommended by WHO [14] and Center for

Disease Control and Prevention ([3, 4]).

The mathematical model still focused on women population as discussed in [1], however due

to the implementation of 2-dose vaccination strategy the population was divided into two groups

of population, namely 12 - 15 months old girls and 4 years old girls and older populations. In

this study we used Susceptibles (S) – Exposed/Latent (E) – Infectives (I) – Recovered (R) model

for both groups. The assumptions used in the model are the followings.

i. The dynamics of susceptible women population is affected by contant influx due to

natural birth rate, the natural death rate and contacts between infective women with

susceptible individuals,

ii. The infection rate is the same at each age group,
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iii. There is an incubation rate before exposed individuals become infective individuals,

iv. Dose 1 vaccine (MMR1) is implemented to age group 1 of 12 - 15 months old girls with

a certain efficacy level.

v. Dose 2 vaccine (MMR2) is implemented to age group 2 of 4 years old girls and older

with a certain efficacy level.

3. RESULTS AND DISCUSSION

Based on the assumptions above, the structure of transmission model is illustrated by com-

partment diagram in Figure 1 that follows. The model structure implements 2-dose rubella

 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜸 

𝜽𝑺𝟏 𝝁 

𝑹𝟐 𝑰𝟐 

𝑹𝟏 𝑬𝟏 

𝑬𝟐 

𝑰𝟏 𝑺𝟏 

𝑺𝟐 

𝜹 

𝜹 

𝚲𝑵 

𝝁 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜼 𝜼 𝜼 𝜼 

𝜸 

(𝟏 − 𝜽𝟏)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟏/𝑵 

 

𝜃𝑺𝟐 

(𝟏 − 𝜽𝟐)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟐/𝑵 

FIGURE 1. Compartment diagram of 2-dose vaccination strategy with two age groups.

vaccination strategy: MMR1 for age group 1 and MMR2 for age group 2. The model is further

formulated by the following system of differential equations.

dS1

dt
= ΛN −

(1−θ1)βS1(I1 + I2)

N
− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
=

(1−θ1)βS1(I1 + I2)

N
− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dR1

dt
= γI1 − (µ +η)R1 +θ1S1

dS2

dt
= ηS1 −

(1−θ2)βS2(I1 + I2)

N
− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +

(1−θ2)βS2(I1 + I2)

N
− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2

dR2

dt
= ηR1 + γI2 −µR2 +θ2S2.

(1)
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where Si, Ei, Ii, and Ri, i= 1,2 are Susceptibles-Exposed-Infectives-Recovered sub-population,

respectively. The index i = 1 indicates age group 1 and i = 2 indicates age group 2.

In system (1) susceptibles increases by a constant influx Λ due to natural birth rate. The

probability of susceptible individuals get infected when have a contact with infective ones is

at the rate of β . The rate of aging of every sub-population is the same at the rate of η , while

vaccines effectiveness in each age group at the rate of θ1 and θ2, respectively. In this study

vaccines effectiveness is multiplication of vaccination coverage and vaccines efficacy that are

not considered explicitly in the model. The natural death rate of each sub-population is the

same at a rate of µ . Once the virus infects individuals in each age group, it needs to incubate at

a rate of δ . It is assumed that infected individuals in each age group will recover at a rate of γ .

All parameters of the system are assumed to be non-negative.

Using the following re-scaling

S̄1 =
S1

N
, Ē1 =

E1

N
, Ī1 =

I1

N
, R̄1 =

R1

N
, S̄2 =

S2

N
, Ē2 =

E2

N
, Ī2 =

I2

N
, R̄2 =

R2

N

and after dropping the bars, we obtained the following system.

dS1

dt
= Λ− (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
= (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dR1

dt
= γI1 − (µ +η)R1 +θ1S1

dS2

dt
= ηS1 − (1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2

dR2

dt
= ηR1 + γI2 −µR2 +θ2S2.

(2)

In the analysis, both recovered sub-populations (R1and R2) were not considered because they

do not contribute to the other sub-populations. Therefore, the analysis focused on the following
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reduced system.

dS1

dt
= Λ− (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +θ1)S1

dE1

dt
= (1−θ1)βS1(I1 + I2)− (µ +η +δ )E1

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dS2

dt
= ηS1 − (1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +θ2)S2

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2(I1 + I2)− (µ +δ )E2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2.

(3)

By taking the right hand sides of (3) equal zeroes, the equilibria were obtained as follow.

The disease-free equilibrium

(4) E0 := (S0
1,E

0
1 , I

0
1 ,S

0
2,E

0
2 , I

0
2 ) = (

Λ

η +µ +θ1
,0,0,

Λη

(η +µ +θ1)(µ +θ2)
,0,0),

while, the endemic equilibrium is given by

(5) E∗ := (S∗1,E
∗

1 , I
∗

1 ,S
∗

2,E
∗

2 , I
∗

2 ).

that cannot be presented here due to its lengthy expression.

Using Next Generation Matrix method, the basic reproduction ratio for rubella virus was

obtained as follows.

Linearization of infected states of (3) to obtain

dE1

dt
=−(µ +η +δ )E1 +(1−θ1)βS1I1 +(1−θ1)βS1I2

dI1

dt
= δE1 − (µ +η + γ)I1

dE2

dt
= ηE1 +(1−θ2)βS2I1 − (µ +δ )E2 +(1−θ2)βS2I2

dI2

dt
= ηI1 +δE2 − (µ + γ)I2.

(6)

Setting x = (E1, I1,E2, I2)
T , the linearized infection subsystem (6) can be written

(7) ẋ = (T+Σ)x,
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where

T=

















0 (1−θ1)βS1 0 (1−θ1)βS1

0 0 0 0

0 (1−θ2)βS2 0 (1−θ2)βS2

0 0 0 0

















, Σ=

















−µ −η −δ 0 0 0

δ −η − γ −µ 0 0

η 0 −µ −δ 0

0 η δ −γ −µ

















are transmissions and transitions matrices, respectively.

Since matrix T has two zero rows of rows 2 and 4, an auxiliary matrix corresponding to non

zero rows of matrix T (which are rows 1 and 3) is defined as follows.

E =

















1 0

0 0

0 1

0 0

















.

Now, we are ready to calculate the basic reproduction ratio (R0) from the following next

generating matrix with large domain. Evaluating

KL = −ET
×T ×Σ

−1
×E

= −





1 0 0 0

0 0 1 0



T Σ
−1

















1 0

0 0

0 1

0 0

















=





(1−θ1)βS1δ
(η+γ+µ)(µ+η+δ ) +

(1−θ1)βS1δη(γ+δ+η+2µ)
(µ+η+δ )(η+γ+µ)(µ+δ )(γ+µ)

(1−θ1)βS1δ
(γ+µ)(µ+δ )

(1−θ2)βS2δ
(η+γ+µ)(µ+η+δ ) +

(1−θ2)βS2δη(γ+δ+η+2µ)
(µ+η+δ )(η+γ+µ)(µ+δ )(γ+µ)

(1−θ2)βS2δ
(γ+µ)(µ+δ )



 .

Substituting the values of S1 = S0
1 and S2 = S0

2 of the disease-free equilibrium (4) to matriks

KL and then evaluating for its eigenvalues, the largest eigenvalue corresponding to the basic

reproduction ratio is obtained as follows.

(8) R0 =
βδΛ((1−θ1)(µ +θ2)+(1−θ2)η)

(δ +µ)(γ +µ)(µ +θ2)(η +µ +θ1)
.

(See Diekmann et. al [6, 7] or van den Driessche and Watmough [8] for the procedure to

calculate the threshold quantities of the expected second cases produced).

From [8] it follows that
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Proposition 1. The disease-free equilibrium E0 is locally asymtotically stable if R0 < 1, and it

is unstable if R0 > 1.

3.1. Simulation. Considering the basic reproduction ratio (8), for the purpose of numerical

simulation we choose parameter values mostly taken from [20] as presented in Table 1.

TABLE 1. Parameter values.

Description Parameter Values Unit

Influx of susceptibles Λ 1,000 1,000/week

Contact/infection rate β 0.0007

aging rate η 0.00385 week−1

incubation rate µ 0.3

Recovery rate γ 0.0243 week−1

Natural death rate µ 0.00029 week−1

Effectiveness of MMR1 θ1 0.85

Effectiveness of MMR2 θ2 0.95

For the set of parameter values in Table 1, the basic reproduction ratio R0 = 4.564709774 >

1, i.e. an endemic equilibrium takes place. Figure 2 and 3 illustrate that the endemic equilibrium

is asymptotically stable. Comparing the dynamics of the solutions in the two age groups, it can

be seen that the susceptibles in age group 2 much lower than that in age group 1. This is a

result of the effectiveness of MMR1 implemented to age group 1. Meanwhile the number of

recovered individuals of age group 2 is much higher than that of age group 1. This shows the

effectiveness of 2-dose vaccination strategy being implemented to the population.

Figure 2 shows that to converge to the equilibrium age group 1 needs about 3000 days (or ± 8

years). This means that there will be no additional recovered individuals after the period. Also,

there are still about 200 individuals which are susceptibles (Figure 2 (i)). These individuals are

treated with MMR2 and belong to age group 2 in which the number of susceptible individuals

is much lower than that in age group 1. (See Figure 3 (i)).

Figure 3 shows that the number of recovered individuals of age group 2 is much higher than

that of age group 1. It needs about 10,000 days (or ± 27 years) until there is no more additional
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(i) (ii)

(iii)

FIGURE 2. Stable Endemic Equilibrium (R0 = 4.564709774 > 1) of age group

1. (i) Susceptibles, (ii) Infectives, (iii) Recovered.

recovered individuals. Meanwhile, the persistence of infective individuals after that period

indicates that vigilance is still required to assure continued elimination of the disease.

4. CONCLUSIONS

The SEIR transmission model of rubella virus refines the model proposed by Zhou et al. [20],

particularly in considering exposed stage during the transmission of the virus. This implies that

the system only gets constant influx into susceptibles of age group 1 (S1) .

The determination of the basic reproduction ratio of the system under study plays a central

role in the analysis, particularly for identifying the stability of both disease-free and endemic

equilibrium.
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(i) (ii)

(iii)

FIGURE 3. Stable Endemic Equilibrium (R0 = 4.564709774 > 1) of age group

2. (i) Susceptibles, (ii) Infectives, (iii) Recovered.

The model of rubella virus transmission under study gives a good confirmation about WHO

recommendation to implementation 2-dose vaccination strategy in order to interrupt the trans-

mission of the virus. The results show that it is true that the immunity being obtained due to

the first dose vaccination will last not more than 12 years period. This proves the need of the

second dose of the vaccine to assure continued elimination of the virus [11]. It is interesting to

further study about the impact of vaccination coverage and routine immunization service which

are also key factors in eliminating rubella and CRS. [18, 13].
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Abstract. This study aimed to explore the dynamic behaviour of rubella virus model which 

considers age-structured. It was not only to figure out the stability analysis of the model but also 

the judgement of the result through numerical simulation. Firstly, we constructed model for the 

disease spread based on the characteristic of rubella virus. The basic model of the disease spread 

(SEIR) had been used as a fundamental model. In the beginning, human population have been 

divided into two age groups; children and adults. Furthermore, based on the characteristic of 

rubella, we separated each group into four sub populations, i.e., Susceptible, Exposed, Infected, 

and Recovered. The transmission routes of the disease were formulated mathematically based 

on the real problem. In the second step, two disease equilibrium points had been obtained. There 

were a disease-free equilibrium and an endemic equilibrium. Moreover, by using Next 

Generation Matrix method, the basic reproduction number also had been determined. Finally, 

stability analysis had been done to explore the persistence of the disease. This results also had 

been supported by the numerical simulation. 

1. Introduction 

Rubella, which is well-known as German measles disease, is a type of disease that spreads not only in 

tropical countries but also in sub-tropics. The disease was first discovered in the mid-eighteenth. De 

Bergen in 1752 and Orlow in 1758 confirmed the first clinical description of rubella in 1740 made by 

Friedrich Hoofman. The disease is caused by the rubella virus which belongs to the togavirus group and 

comes from the rubivirus type which is included in the RNA virus class. The genetic material of this 

virus is in the form of nucleic acids with single or double twist chains [1], [2]. Body fluids is released 

by a person with rubella disease can spread through the air, especially when a person coughs or sneezes. 

It takes place through the respiratory tract which can then live and multiply in the nasopharynx and 

regional lymph nodes for 4 - 7 days. The incubation period for rubella disease ranges from 14 to 21 days 

with symptoms such as low-grade fever (37.2°C) and maculopapular rash accompanied by enlarged 

lymph nodes behind the ears, back of the neck and sub occipital [3], [4].  
Rubella disease not only affects children but also adults. The consequences given by this disease 

are low if it infects children. In general, children will only have a mild fever or do not even feel a change 
in their body. However, if this disease infects pregnant women, then the virus can cause miscarriage in 

the fetus or the fetus who is born with congenital rubella syndrome (CRS). Children with this congenital 

syndrome are born with heart defects (Patent ductus arteriosus, atrial septal defect, ventricular septal 

defect, pulmonary valve stenosis), eye disorders (congenital cataracts, congenital glaucoma, pigmentary 

retinopathy), hearing disorders, disorders of the nervous system (Mental retardation, microcephalia, 



 

 

 

 

 

 

meningoencephalitis), and other disorders (purpura, splenomegaly, jaundice present within 24 hours of 

birth, radioluscent bone) [5]. 

Since 2017, the Indonesian government through the Directorate General of Disease Prevention 

and Control of the Ministry of Health is campaigning for the use of the MR vaccine to prevent the spread 

of rubella [6]. The government hopes that by 2020, Indonesia will be able to eliminate the measles virus 

and control rubella. In line with the expectations of the Indonesian government, it is necessary to make 

a mathematical model that can be used to predict the presence of rubella. The model is constructed by 

considering the characteristics of the virus, the spread pattern of the rubella virus, and the medical 

symptoms that appear when a person is infected by rubella. 
 This study aimed to explore the dynamic behavior of rubella virus which takes into account age-

structured of the population. In the first step, we proposed a model for the spread of disease by dividing 
women population into two age groups, such as children and adults. Each group was contained 

susceptible sub-population, exposed sub-population, infected sub-population, and recovered sub-
population. Furthermore, we calculated the threshold of the disease spread known as a basic 

reproduction number (𝑅0) to figure out the condition that the disease will be exist or extinct. In the next 

step, we determined the equilbria of the system and analized their stability, and then finally, we  
simulated the data numerically to compare the results.      

 

2. Mathematical model 

The model was constructed from the basic model of SEIR disease spread which was first developed by 

Kermack-McKendrick in 1927 [7]. The model was another refinement of the one that had been studied 

by Abadi, Artiono, and Prawoto [9]. We proposed a mathematical model with the compartments shown 

in Figure 1. The women population was divided into two age groups, namely children and adult, while 

each group was also divided into 4 sub-populations, such Susceptible (𝑆(𝑡)), Exposed (𝐸(𝑡)), Infected 

(𝐼(𝑡)), and Recovered (𝑅(𝑡)). Some assumptions used were as follows. a) The population is closed and 

constant with the birth rate equal to the death rate, namely 𝛼, b) Vaccines are applied to children 

population only, c) The vaccine is permanent, individuals who are successfully vaccinated will be 

immune to rubella with an effectiveness level of θ, d) Rubella does not cause death of individuals, e) 

Individual children can transmit rubella to adult and vice versa with the rate of transmission from child 

to child, child to adult, adult to adult, and adult to child are same, namely 𝛽, f) Rubella requires 

incubation time in the infected individual then becomes an infective individual with an infection rate of 𝛿, g) Populations recovering from rubella cannot be re-infected or resistant to rubella with a healing rate 

of 𝛾, h) Each individual child will turn into an adult at a rate of 𝜂.    

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

Figure 1. Compartment Model of Rubella with an age-structured 

Regard to the diagram, mathematical model is described as follows 
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 𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝛼𝑁 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎  𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 − 𝛼𝑆𝑑  𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)𝑁 + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  𝑑𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑  

Simplify the model by these rescallings:  𝑆̅𝑎 = 𝑆𝑎𝑁 , 𝐸̅𝑎 = 𝐸𝑎𝑁 , 𝐼𝑎̅ = 𝐼𝑎𝑁 , 𝑅̅𝑎 = 𝑅𝑎𝑁 , 𝑆̅𝑑 = 𝑆𝑑𝑁 , 𝐸̅𝑑 = 𝐸𝑑𝑁 , 𝐼𝑑̅ = 𝐼𝑑𝑁 , 𝑅̅𝑑 = 𝑅𝑑𝑁  𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝛼 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎  𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎     (1) 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼𝑆𝑑  𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  𝑑𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑 

where, 𝛼 : quantifying the rate of birth and death per unit time per person 𝛽 : quantifying the rate of infection per unit time per person 𝜃 : quantifying the rate of the efficacy of the vaccine (0 < 𝜃 < 1) 𝛿 : quantifying the rate of incubation per unit time per person 𝛾 : quantifying the rate of recovery per unit time per person 𝜂 : quantifying the rate of maturity per unit time per person   

All parameters were assumed to be positive. 

 Disease Free Equilibrium and Endemic Equilibrium were determined by setting the right-hand 
sides of equation (1) equal zero, to obtain the followings. 

 

 



 

 

 

 

 

 

1. Disease-Free Equilibrium 𝐷𝐹𝐸 ≔(𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎, 𝑅𝑎, 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = ( 𝛼𝜃+𝛼+𝜂 , 0, 0, 𝛼𝜃(𝜃+𝛼+𝜂)(𝛼+𝜂) , 𝜂𝜃+𝛼+𝜂 , 0, 0, 𝜃𝜂(𝜃+𝛼+𝜂)(𝛼+𝜂) ) 
2. Endemic Equilibrium 𝐸𝐸 ≔(𝑆𝑎∗, 𝐸𝑎∗, 𝐼𝑎∗, 𝑅𝑎∗, 𝑆𝑑∗, 𝐸𝑑∗, 𝐼𝑑∗, 𝑅𝑑∗) 

where,  𝑆𝑎∗ = 𝛼(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) + (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 𝐸𝑎∗ = (1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)  𝐼𝑎∗ = 𝛿𝐸𝑎∗(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 𝑅𝑎 = 𝛾𝐼𝑎∗ + 𝜃𝑆𝑎∗(𝛼 + 𝜂)  𝑆𝑑∗ = 𝜂𝑆𝑎∗𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) + 𝛼 𝐸𝑑∗ = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗)(𝛼 + 𝛿) − 𝜂  𝐼𝑑∗ = 𝛿𝐸𝑑∗ + 𝜂 𝐼𝑎∗(𝛼 + 𝛾)  

𝑅𝑑∗ = 𝛾 𝐼𝑑∗ + 𝜂𝑅𝑎∗𝛼 . 
 

3. Results and Discussion 

a. Basic reproduction number 

Furthermore, by using next generation matrix (NGM), we found the threshold of the disease as follow. 

Firstly, we constructed NGM on the population which can spread the disease only, (𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑). It 
gave us these equations:  𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎 𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑  𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑  

Let 𝑥 = (𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑)𝑇 . F is a transmission vector and 𝑉 is a transition vector. 𝐹 and 𝑉 can be written 

as follows. 

F = [F1F2F3F4] = [(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)0𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑)0 ] and V = [V1V2V3V4] = [ −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑]. 

Therefore, 



 

 

 

 

 

 

T =
[  
   
 𝜕𝐹1𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹1𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹1𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹1𝜕𝐼𝑑  𝜕𝐹2𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑑 𝜕𝐹2𝜕𝐼𝑑𝜕𝐹3𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹3𝜕𝐼𝑎 

𝜕𝐹3𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹3𝜕𝐼𝑑𝜕𝐹4𝜕𝐸𝑎 𝜕𝐹4𝜕𝐼𝑎 𝜕𝐹4𝜕𝐸𝑑 𝜕𝐹4𝜕𝐼𝑑 ]  
   
 
= [0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎0 0 0 00 𝛽𝑆𝑑 0 𝛽𝑆𝑑0 0 0 0 ] and  

Σ =
[  
   
 𝜕𝑉1𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉1𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉1𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉1𝜕𝐼𝑑  𝜕𝑉2𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑑 𝜕𝑉2𝜕𝐼𝑑𝜕𝑉3𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉3𝜕𝐼𝑎 

𝜕𝑉3𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉3𝜕𝐼𝑑𝜕𝑉4𝜕𝐸𝑎 𝜕𝑉4𝜕𝐼𝑎 𝜕𝑉4𝜕𝐸𝑑 𝜕𝑉4𝜕𝐼𝑑 ]  
   
 
= [−(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) 0 0 0𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0𝜂 0 −(𝛼 + 𝛿) 00 𝜂 𝛿 −(𝛼 + 𝛾)]. 

Moreover, 

 Σ−1 =
[  
   
 − 1(𝛼+𝜂+𝛿) 0 0 0𝛿(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿) − 1(𝛼+𝛾+𝜂) 0 0𝜂(𝛼+𝛿)(𝛼+𝜂+𝛿) 0 − 1(𝛼+𝛿) 0𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) 𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) − 𝛿(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) − 1(𝛼+𝛾)]  

   
 
,  

NGM matrix can be found by this formula. 𝐀 = −𝐓𝚺−𝟏 

such that 𝐀 = −𝐓𝚺−𝟏 

   = [  
  ((1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝛿(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂) + (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎+𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝛼+𝜂+𝛿) + ((1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎𝛿(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) (1−𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝛼+𝛾)0 0 0 0𝛽𝑆𝑑𝛿(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿) + 𝛽𝑆𝑑𝜂𝛿(𝛿+2𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝜂+𝛿)(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛿)(𝛼+𝛾) 𝛽𝑆𝑑(𝛼+𝛾+𝜂) + 𝛽𝑆𝑑𝜂(𝛼+𝛾+𝜂)(𝛼+𝛾) 𝛽𝑆𝑑𝛿(𝛼+𝛾)(𝛼+𝛿) 𝛽𝑆𝑑(𝛼+𝛾)0 0 0 0 ]  

  
,  

Substituting the disease free equilibrium, we have into matrix A, to have  

𝑨 = [𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎140 0 0 0𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎340 0 0 0 ] 
where 

𝑎11 = (1 − 𝜃)𝛽𝛼𝛿(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝜃 + 𝛼 + 𝜂) + (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 + 𝜂𝛿(𝛿 + 2𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾)  

𝑎12 = (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) + ((1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛾)  

𝑎13 = (1 − 𝜃)𝛽𝑆 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂𝑎 𝛿(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾)  



 

 

 

 

 

 

𝑎14 = (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾)  

𝑎31 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝛿(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) + 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂𝛿(𝛿 + 2𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝜂 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛿)(𝛼 + 𝛾) 
𝑎32 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) + 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝜂(𝛼 + 𝛾 + 𝜂)(𝛼 + 𝛾) 
𝑎33 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 𝛿(𝛼 + 𝛾)(𝛼 + 𝛿) 
𝑎34 = 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂(𝛼 + 𝛾)  

The largest eigenvalue or spectral radius of 𝐹𝑉−1 is the basic reproduction number of the 

model [8], i.e.: 𝑅0 = 𝛽𝛿(𝛼 + 𝜂 − 𝛼𝜃)(𝛼 + 𝛾)(𝛼 + 𝛿)(𝜃 + 𝛼 + 𝜂). 
 

b. Stability analysis 

We analyzed the stability of the system around the disease free equilibrium 𝐸0 =(𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) and endemic equilibrium 𝐸∗ = (𝑆𝑎∗, 𝐸𝑎∗, 𝐼𝑎∗, 𝑅𝑎∗, 𝑆𝑑∗, 𝐸𝑑∗, 𝐼𝑑∗, 𝑅𝑑∗). It 
had been done by linearization of the system (1).  

Suppose,  𝑑𝑆𝑎𝑑𝑡 = 𝑓1 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑, 𝐸𝑑, 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝛼 − (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂)𝑆𝑎 𝑑𝐸𝑎𝑑𝑡 = 𝑓2 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜂 + 𝛿)𝐸𝑎 𝑑𝐼𝑎𝑑𝑡 = 𝑓3 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝛿𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛾 + 𝜂)𝐼𝑎 𝑑𝑅𝑎𝑑𝑡 = 𝑓4 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛾𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝜂)𝑅𝑎 + 𝜃𝑆𝑎 𝑑𝑆𝑑𝑑𝑡 = 𝑓5 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝑅𝑑) = 𝜂𝑆𝑎 − 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼𝑆𝑑 𝑑𝐸𝑑𝑑𝑡 = 𝑓6 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛽𝑆𝑑(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) + 𝜂𝐸𝑎 − (𝛼 + 𝛿)𝐸𝑑 𝑑𝐼𝑑𝑑𝑡 = 𝑓7 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛿𝐸𝑑 + 𝜂𝐼𝑎 − (𝛼 + 𝛾)𝐼𝑑 𝑅𝑑𝑑𝑡 = 𝑓8 = (𝑆𝑎 , 𝐸𝑎 , 𝐼𝑎 , 𝑅𝑎 , 𝑆𝑑, 𝐸𝑑, 𝐼𝑑, 𝑅𝑑) = 𝛾𝐼𝑑 + 𝜂𝑅𝑎 − 𝛼𝑅𝑑 

By linearization in the disease free equilibrium, the Jacobian matrix had been obtained, as follows. 

  𝐽:
[  
   
   
(−(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽𝑆𝑑 0 −𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) − 𝛼 0 −𝛽𝑆𝑑 00 𝜂 𝛽𝑆𝑑 0 𝛽(𝐼𝑎 + 𝐼𝑑) −(𝛼 + 𝛿) 𝛽𝑆𝑑 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
 

https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalue
https://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_radius


 

 

 

 

 

 

Furthermore, substitute the disease free equilibrium into the jacobian matrix such that the eigen value 

of jacobian matrix can be determined, as follows. 

  𝐽:
[  
   
   
   
 −(𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽 𝛼𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 −𝛼 0 −𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 𝜂 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 0 0 −(𝛼 + 𝛿) 𝛽 𝜂𝜃 + 𝛼 + 𝜂 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
   
 
 

It was not easy to determine the eigenvalue of the jacobian matrix due to the complexity of equations, 

however it is still possible to show the result numerically. By using some parameter, the eigenvalue of 

the jacobian matrix can be seen in the following. 𝜆1 = −1.30000,   𝜆5 = −0.339325 𝜆2 = −0.70000,   𝜆6 = −0.80000 𝜆3 = −0.40000,  𝜆7 = −1.16067 𝜆4 = −0.40000,  𝜆8 = −1.30000 

These results showed that the system near the disease free equilibrium was stable for the parameter used. 

Furthermore, we linearized in the endemic equilibrium, the Jacobian matrix had been obtained, as 

follows. 

  𝐽:
[  
   
   
−(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) − (𝛼 + 𝜃 + 𝜂) 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0 0 0 −(1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0(1 − 𝜃)𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) −(𝛼 + 𝜂 + 𝛿) (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 0 0 0 (1 − 𝜃)𝛽𝑆𝑎∗ 00 𝛿 −(𝛼 + 𝛾 + 𝜂) 0 0 0 0 0𝜃𝜎 0 𝛾 −(𝛼 + 𝜂) 0 0 0 0𝜂 0 −𝛽𝑆𝑑∗ 0 −𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) − 𝛼 0 −𝛽𝑆𝑑∗ 00 𝜂 𝛽𝑆𝑑∗ 0 𝛽(𝐼𝑎∗ + 𝐼𝑑∗) −(𝛼 + 𝛿) 𝛽𝑆𝑑∗ 00 0 𝜂 0 0 𝛿 −(𝛼 + 𝛾) 00 0 0 𝜂 0 0 𝛾 −𝛼]  

   
   
 

Again, it was not easy to determine the eigenvalue of the jacobian matrix due to the complexity of 

equations, however it is still possible to show the result numerically. By using some parameter, the 

eigenvalue of the jacobian matrix can be seen in the following 𝜆1 = −1.00000,   𝜆5 = −0.80000 𝜆2 = −0.70000,  𝜆6 = −1.00000 𝜆3 = −0.10000,  𝜆7 = −7.36921 𝜆4 = −0.10000,  𝜆8 = −0.13692 

These results showed that the system near the endemic equilibrium was also stable for the parameter 

used. 

 

c. Numerical simulation 

Finally, we simulated data numerically to figure out the consistency of the results obtained above with 

numerical solution. The simulation had been done for some initial condition near the disease free 
equilibrium and endemic equilibrium. By using parameters value set in Table 1, our simulation can be 

seen in Figure 2.  

 

 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 1. Parameter Value 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

   
(a)                                                                                         (b) 

Figure 2. Numerical simulation (a) near the disease free equilibrium and (b) near endemic equilibrium  

In Figure 2 (a) it can be seen that any initial conditions near the disease free equilibrium will go 
up to the critical point. Susceptible children, recovered children, susceptible adults, and recovered adults 

will exist for long time period (𝑡 → ∞), while exposed children, infected children, exposed adults, and 

infected adults will be extinct. This solution give the same result as analytical solution. Meanwhile, in 
Figure 2 (b) for any initial conditions near the endemic equilibirum also give the same result. For time 

goes to infinity, an exposed children, infected children, exposed adults, and infected adults will be exist. 

Even though, it just give a small number of people, this result also can be used to justify that numerical 

and analytical solution have the same behaviour.  

This simulation also confirm that once an infected person found in the population then the disease will 

be stay in that population forever.  This last result will affect to the incidence of infants with CSR, as 

we have shown in the results in [9].  
 

4. Conclusions 

The rubella mathematical model developed using the age structure had a threshold value for the spread 

of disease, 𝑹𝟎 = 𝜷𝜹(𝜶+𝜼−𝜶𝜽)(𝜶+𝜸)(𝜶+𝜹)(𝜽+𝜶+𝜼). This study also produced a disease-free equilibrium and endemic 

equilibrium. Moreover, the analysis of the model's stability at the equilibrium point was carried out 

numerically using some known parameters. It had been done numerically due to the complexity of 
equation. With the choice of parameters it had been obtained that all eigenvalues are negative and it 

means that these two equalibria were stable. These results were confirmed by the numerical simulations 

that have been carried out. It is interesting to compare between the number of infected adult women in 

this model with those in the model in [9], since it will lead to the conclusion about the effectiveness of 

the vaccination program when it is implemented to child-bearing age women population [9] or to the 
younger ones, as shown in this study. 

Parameter Parameter value 𝜂 0.3-0.6 𝛿 0.3-0.6 𝛾 0.1 𝛽 0.5-0.9 𝜃 0.3-0.6 𝛼 0.1-0.4 
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Ringkasan 

 

 Naskah akademik ini bertujuan untuk memaparkan hasil penelitian selama periode 

2019 – 2020 terhadap model matematika dari transmisi/penularan penyakit rubella. 

Penelitian dilakukan terhadap dua model matematika sebagai berikut. Model 1 merupakan 

model penularan penyakit rubella dengan memerhatikan pemberian vaksinasi kepada 

populasi wanita yang telah mampu melahirkan serta efek pemberian vaksinasi tersebut 

terhadap kejadian kelahiran bayi dengan cacat bawaan (Congenital Rubella Syndrome). Di 

model ini diperhatikan pula karakteristik penularan penyakit rubella yang bersifat periodik, 

berulang kembali setelah beberapa lama. Model 2 merupakan pengembangan dari model 

pertama dengan memerhatikan pemberian 2 dosis vaksin kepada populasi wanita yang 

terbagi dalam dua kelompok umur, kelompok anak perempuan berusia 12 – 15 bulan dan 

kelompok anak perempuan yang berusia 4 tahun atau lebih.  

 Dari penelitian terhadap Model 1 diperoleh kondisi batas minimal untuk cakupan 

(coverage) pemberian vaksinasi dikaitkan dengan keberhasilan (efficacy) vaksin. Di samping 

itu, sifat periodik dari penyebaran dan penularan rubella merupakan hal yang perlu 

diperhatikan untuk tindakan imunisasi rutin selanjutnya, agar tidak menjadi wabah di skala 

yang lebih luas. Sedangkan dari penelitian terhadap Model 2 diperoleh fakta bahwa memang 

terbukti bahwa pemberian dosis kedua vaksin rubella mampu mengurangi secara drastis 

terjadinya infeksi penyakit tersebut pada populasi yg memeroleh vaksinasi.  

 Dari hasil-hasil penelitian yang telah dilakukan, diharapkan beberapa poin di 

kesimpulan dapat menjadi masukan bagi pengambilan kebijakan yang menangani 

pencegahan penyebaran penyakit rubella ini.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 iii 

 

DAFTAR ISI 

 

Ringkasan …………………………………………………………………………………………………………………………… ii 
Daftar Isi ……………………………………………………………………………………………………………………………. iii 
A. Pendahuluan ...................................................................................................................... 1 

B. Kajian Teori ........................................................................................................................ 1 

C. Metode ............................................................................................................................... 4 

D. Hasil yang diperoleh ........................................................................................................... 5 

E. Rekomendasi ...................................................................................................................... 9 

F. Daftar Pustaka .................................................................................................................... 9 

 

 

 



 1 

 

A. Pendahuluan 

Pemberian imunisasi bagi anak-anak tidak bisa diabaikan dan harus sesuai jadwal, 

meskipun di masa pandemi Covid-19. Hal ini karena dapat berefek pada tingkat imunitas anak 

terhadap penyakit yang dimuat dalam vaksin yang diberikan. Demikian halnya dengan 

vaksinasi rubella. Sebagai salah satu Penyakit yang Dapat Dicegah Dengan Imunisasi (PD3I) 

(Kemenkes, 2018), rubella perlu mendapat perhatian serius karena akibat dari penyakit ini 

sangat berbahaya, khususnya apabila virus rubella menginfeksi ibu pada masa awal 

kehamilan dan belum pernah memeroleh vaksinasi rubella sebelumnya. Akibat yang terjadi 

antara lain keguguran, kelahiran mati, dan Congenital Rubella Syndrome (CRS) atau cacat 

bawaan ketika lahir, seperti katarak, kurangnya fungsi pendengaran, retardasi mental, dan 

kerusakan jantung bawaan (MMWR, 2013). Oleh karena itu, pemberian vaksinasi rubella, 

yang biasanya menggunakan vaksin gabungan Mumps, Measles, Rubella (MMR) harus 

dilakukan secara rutin dan berkesinambungan dalam bentuk program yang dimonitor secara 

ketat penerapannya, bahkan dalam kondisi pandemi seperti sekarang ini (IDAI, 2020). 

Berdasarkan hasil studi Vynnycky (2016), data tentang kejadian CRS pada bayi yang 

baru lagi masih di bawah estimasi. Hal ini terkait erat dengan validasi data coverage 

pemberian vaksinasi yang digunakan untuk mengestimasi beban kejadian CRS. Di samping itu, 

penerapan pemberian 2 dosis vaksinasi rubella perlu mendapatkan penguatan dari sisi medis 

maupun akademis, agar penerapannya dapat dilakukan secara optimal dan termonitor 

dengan baik. Oleh karena itu, penelitian tentang pemodelan matematika beserta analisisnya 

diharapkan dapat menambah bahan pertimbangan dalam penanganan penularan penyakit 

rubella di Indonesia. 

 

B. Kajian Teori 

1. Virus Rubella 

Rubella merupakan virus yang satu-satunya termasuk dalam genus Rubivirus yang 

termasuk dalam keluarga Matonaviridae. Virus ini sangat infeksius yang ditular melalui tetes 

air liur di udara (droplets) yang berasal dari hidung dan tenggorokan. Virus melalui masa 

inkubasi selama 2 – 3 minggu sebelum muncul gejala. Tingkat penularan rubella sedang saja 

dan tingkat penularan paling tinggi ketika sudah muncul gejala berupa ruam di kulit penderita. 

Gejala-gejala sering muncul pada individu yang terinfeksi rubella antara lain: ruam pada kulit, 
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terjadi pembengkakan pada kelenjar di sekitar kepala dan leher, demam, batuk dan pilek, dan 

rasa nyeri pada sendi (khusus bagi orang dewasa). Infeksi rubella dapat mengakibatkan 

gangguan pada perkembangan janin apabila virus menginfeksi ibu hamil pada usia kehamilan 

kurang dari 20 minggu. Akibat yang terjadi pada bayi yang dilahirkan biasa disebut Congenital 

Rubella Syndrome (CRS) atau cacat bawaan ketika lahir, seperti katarak, kurangnya fungsi 

pendengaran, retardasi mental, dan kerusakan jantung bawaan (CDC, 2015; Vynnycky, 2016). 

Di Indonesia, penanganan terhadap penularan rubella baru secara masif sejak tahun 

2017, di mana pada tahun 2015 – 2017 terjadi peningkatan sebaran dan frekuensi insiden 

infeksi rubella (Kejadian Luar Biasa) hingga ratusan dan mencakup 19 propinsi (Kemenkes, 

2018). 

2. Vaksinasi Rubella 

Vaksin untuk virus rubella sudah mulai dikembangkan sejak keberhasilan Paul D. 

Parkman dan tim dan Thomas H. Weller dan Franklin A. Neva mengisolasi virus rubella pada 

tahun 1962. Vaksin yang mengandung rubella pertama kali dipatenkan pada tahun 1969, 

kemudian pada tahun 1971 telah dikembangkan vaksin gabungan yang memuat virus mumps, 

measles dan rubella (MMR). Pada tahun 2005, telah dikembangkan vaksin gabungan yang 

memuat virus mumps, measles, rubella, dan varicella (MMRV). (CDC, 2015). 

Berdasarkan uji klinis yang dilakukan dan keberhasilan Amerika dalam mengeliminasi 

rubella pada tahun 2004,  negara-negara yang belum menerapkan program vaksinasi rubella 

disarankan untuk menggunakan vaksin MR, MMR atau MMRV untuk alasan efektivitas, baik 

keberhasilan dan biaya. (CDC, 2015; WHO, 2012). 

Berdasarkan KLB rubella yang terjadi di tahun-tahun sebelum, Indonesia 

mencanangkan kampanye vaksin MR pada anak usia 9 bulan hingga 15 tahun dilaksanakan 

secara bertahap dalam 2 fase sebagai berikut :  

a. Fase  1 bulan Agustus-September 2017 di seluruh pulau Jawa. 

b. Fase 2 bulan Agustus-September 2018 di seluruh pulau Sumatera, pulau Kalimantan, 

Sulawesi, Bali, Nusa Tenggara, Maluku dan Papua. (Kemenkes, 2018). 

3. Epidemiologi 

Epidemiologi bermula dari dikenalkannya makhluk hidup yang membawa penyakit 

oleh Aristotle (384 SM – 322 SM) yang kemudian ditemukannya jasad renik (microorganism) 

oleh Leeuwenhoek pada abad ke-17 (Brauer, 2001). Dari pengetahuan tentang jasad renik 

itulah dikenal adanya penyakit dan penyebab, serta mekanisme penyebarannya. Penularan 
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penyakit dapat disebabkan oleh virus dan disebarkan melalui perantara yang biasanya 

penderita penyakit ke orang lain yang sehat. Hal ini dapat dilihat dari mekanisme penyebaran 

penyakit influenza, measles, rubella, tuberculosis, meningitis, dan gonorrhea. Selain itu, 

penyakit dapat menular karena adanya vektor yang membawa, seperti halnya penyakit 

malaria yang ditularkan oleh nyamuk anopheles. Dinamika penularan penyakit dari individu 

ke individu, dari populasi ke populasi, dari komunitas ke komunitas, dari wilayah ke wilayah, 

bahkan dari satu negara ke negara lain menjadi fokus dari kajian epidemiologi. Untuk itu 

diperlukan model epidemiologis yang digunakan untuk menganalisis dinamika penularan 

penyakit tersebut. Model epidemiologis yang menjadi standar dalam studi epidemiologi 

pertama kali dikembangkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927 (dalam Brauer, 

2001). Model Kermack-MacKendrick standar adalah sebagai berikut. 𝑆′ = − 𝛽𝑆𝐼𝑁  

𝐼′ = 𝛽𝑆𝐼𝑁 − 𝛼𝐼 𝑅′ = 𝛼𝐼, 
di mana 𝑆 adalah populasi manusia rentan, 𝐼 adalah populasi manusia yang terinfeksi dan 

dapat menginfeksi, dan 𝑅 adalah populasi manusia yang sembuh. Tanda ′ menyatakan notasi 

diferensial terhadap waktu yang merepresentasikan laju pertumbuhan ketiga populasi pada 

setiap saat. 𝑁 menyatakan total populasi, sedangkan 𝛽 dan 𝛼 masing-masing menyatakan 

rata-rata kontak yang terjadi antara individu rentan dan individu terinfeksi dan rata-rata 

kesembuhan individu terinfeksi. Pada model tersebut diasumsikan bahwa tidak ada individu 

baru yang masuk atau keluar dari populasi, kecuali mati karena penyakit.  

 Dari model standar tersebut, telah dikembangkan berbagai variasi dan modifikasi 

dengan cara menambah atau mengurangi asumsi, sehingga banyak ditemui model-model 

epidemiologis SEIR, SVEIR, SQIR, dan sebagainya. Termasuk juga , mengubah atau  faktor yang 

berpengaruh pada model yang dipelajari, seperti kelompok usia, sifat periodik infeksi, dan 

sebagainya. (Brauer, 2001). 
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C. Metode 

1. Penentuan titik ketimbangan 

Titik kesetimbangan merupakan solusi matematis yang diperoleh dengan meng-nol-

kan ruas kanan sistem persamaan diferensial orde satu yang menjadi model epidemiologik 

yang dipelajari. Pada model epidemiologi akan diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit (Disease-free Equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik 

(Endemic Equilibrium). 

2. Penentuan parameter ambang penyebaran penyakit 

Parameter ambang penyebaran penyakit atau dikenal dengan Basic Reproduction 

Ratio ( 𝑅0) dapat ditentukan melalui tiga cara, yaitu:  

• Syarat eksistensi populasi terinfeksi (ambang batas ini diperoleh ketika populasi 

terinfeksi lebih dari nol)  

• Nilai eigen dari matriks jacobi dari sistem  

• Metode Next Generation Matrix (Driessche, 2002, Diekmann, 2010) 

 

3. Analisis kestabilan 

Pada matematika epidemiologi, kestabilan titik kesetimbangan dilakukan dengan 

memperhatikan nilai ambang penyebaran penyakit. Jika  𝑅0 < 1 maka titik 

kesetimbangan bebas penyakit stabil. Jika  𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan endemik 

stabil. 

4. Simulasi numerik 

Simulasi numerik ini dilakukan untuk mendukung hasil perhitungan analitik. Simulasi 

numerik yang dilakukan menggunakan program integrator yang berdasarkan metode Runge-

Kutta. Beberapa nilai parameter digunakan untuk menjelaskan dinamik dari model 

matematika. 

5. Survey lapangan 

Survey lapangan bertujuan untuk memeroleh data empirik dan masukan ahli untuk 

keperluan model epidemiologi yang akan dikonstruksi. Dari data dan masukan tersebut 

disusunlah asumsi yang digunakan mengkonstruksi model epidemiologi yang akan dipelajari. 

Dilakukan tiga kali survey lapangan yang terdiri atas: 

• Focus group discussion dengan dokter puskesmas di Surabaya, yaitu Puskesmas 

Sawahan, dan Puskesmas Bulak Banteng. Kegiatan ini bertujuan untuk memeroleh 

gambaran dan data empirik terkait penyakit rubella di Surabaya. 
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• Fokus group discussion dengan pakar pemodelan matematika dan epidemiologi dari 

Institut Teknologi Bandung dan University of Essex, UK, serta para dosen matematika 

Unesa rumpun matematika terapan. Kegiatan ini bertujuan untuk memeroleh feedback 

terhadap draf model epidemiologi yang telah dikonstruksi. 

• Fokus group discussion dengan praktisi (dokter penyakit dalam) yang pernah menangani 

kasus penyakit rubella. Kegiatan ini bertujuan untuk mengkonfirmasi apakah hasil 

penelitian yang telah diperoleh bermakna secara medis kedokteran. 

 

D. Hasil yang diperoleh 

1. Model 1: Model penyebaran virus rubella dengan seasonality dan vaksinasi 

Model 1 memfokuskan pada populasi wanita produktif dan memperhatikan angka 

terjadi CRS pada bayi. Model ini disusun berdasarkan asumsi-asumsi berikut. 

a. Populasi terbagi atas populasi rentan ibu (susceptible mother), populasi laten ibu 

(exposed mother), populasi terinfeksi ibu (infected mother), dan populasi sembuh ibu 

(recovered mother). 

b. Penambahan jumlah populasi rentan ibu dipengaruhi oleh faktor kelahiran, sedangkan 

pengurangan jumlah populasi dipengaruhi oleh faktor kematian alami dan adanya infeksi 

penyakit sehingga membawa sebagian jumlah populasi rentan ibu menjadi populasi laten 

ibu. Populasi laten ibu merupakan populasi yang terindikasi penyakit rubella tetapi tidak 

mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakit ini. 

c. Dalam kurun waktu tertentu, jumlah populasi laten ibu menurun karena adanya faktor 

kematian alami dan perubahan status dari populasi laten ibu menjadi populasi terinfeksi 

d. Populasi terinfeksi ibu merupakan populasi yang telah mempunyai kemampuan untuk 

menginfeksi. 

e. Tidak ada migrasi baik masuk maupun keluar dari populasi. 

f. Pada populasi wanita produktif yang tidak hamil maka wanita tersebut akan sembuh 

dengan sendirinya dan tidak membawa dampak sama sekali. 

g. Pada populasi wanita produktif yang hamil maka berdasarkan karakteristik dari penyakit 

rubella akan melahirkan bayi dengan CRS. 

h. Ibu hamil yang terinfeksi rubella pada usia kehamilan kurang dari 3 bulan diasumsikan 

melahirkan bayi yang meninggal. 
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i. Ibu hamil yang terinfeksi rubella pada usia kehamilan lebih dari 3 bulan diperbolehkan 

untuk tetap mempertahankan kehamilannya mengingat dampak yang diberikan 

terhadap janin yang dikandungnya tidak terlalu signifikan meskipun tetap akan dilahirkan 

bayi dengan kondisi CRS. 

j. Berdasarkan pola penyebaran rubella yang dipengaruhi oleh perubahan musim, 

sebaiknya interaksi antara individu terinfeksi dengan individu sehat mempertimbangkan 

faktor seasonal yang dapat direpresentasikan dengan fungsi sinusoidal. 

k. Berdasarkan kondisi di lapangan bahwa salah satu bentuk kontrol terhadap penyebaran 

virus rubella dengan melakukan vaksinasi. Implementasi vaksinasi memperhatikan 

jumlah individu yang divaksinasi dan keberhasilan vaksinasi dalam mencegah penyebaran 

penyakit rubella. 

Berdasarkan asumsi-asumsi di atas dikonstruksi diagram kompartemen yang menjadi 

dasar penyusunan model epidemiologi. 

 

Gambar 1. Diagram kompartemen penularan penyakit rubella dengan aspek periodik 

dan pemberian vaksin. 

Dari diagram kompartemen tersebut dapat diturunkan model epidemiologi sebagai 

berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑆𝑀𝑑𝑡 𝛼 − 𝛽 𝜀 𝜋𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 − − 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝜇 𝑞𝑝 𝑆𝑀𝑑𝐸𝑀𝑑𝑡 𝛽 𝜀 𝜋𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − 𝜇 𝜂 𝐸𝑀𝑑𝐼𝑀𝑑𝑡 𝜂𝐸𝑀 − 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝐼𝑀𝑑𝑅𝑀𝑑𝑡 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝑅𝑀𝑑𝐼𝐶𝑑𝑡 𝛿𝐼𝑀 − 𝜌𝐼𝐶 − 𝜏𝐼𝐶𝑑𝑅𝐶𝑑𝑡 𝜌 𝐼𝐶 − 𝜏𝑅𝐶

𝐼𝑀  

𝑀≤3  

𝑅𝑀  

𝑀> 3  𝐼𝐶  𝑅𝐶  

𝛼𝑁 𝛽(𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀/𝑁 𝐼𝑚
𝜇𝑆𝑀  𝜇𝐸𝑀  𝜇𝐼𝑀  𝜇𝑅𝑀  

𝜏𝐼𝐶  

𝜂𝐸𝑀  𝜃𝐼𝑀  

𝜌𝐼𝐶  

𝜏𝑅𝐶  

𝑞𝑝𝑆𝑀  𝑆𝑀  𝐸𝑀  
(1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀/𝑁 

𝛿𝐼𝑀  
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 Hasil analisis terhadap model epidemiologi tersebut adalah sebagai berikut. 

a. Pemberian vaksinasi pada wanita produktif terbukti efektif menekan 

penyebaran/penularan virus rubella pada populasi wanita produktif. 

b. Diperoleh hubungan antara cakupan atau banyaknya individu yang harus diberi vaksin 

dengan tingkat keberhasilan vaksin 

c. Karakteristik penularan rubella yang periodik perlu menjadi perhatian bagi lembaga yang 

menangani program imunisasi rutin. 

 

 

2. Model 2: Model penyebaran virus rubella dengan strategi vaksinasi 2 dosis 

Model 2 masih berfokus pada populasi perempuan tapi dibagi dalam kelompok umur 

1, anak perempuan yang memeroleh vaksinasi MMR1 pada usia 12 – 15 bulan dan kelompok 

umur 2, anak perempuan yang memeroleh vaksinasi MMR2 pada usia 4 tahun atau lebih. 

Model ini disusun berdasarkan asumsi-asumsi berikut. 

a. Vaksinasi hanya diberikan populasi anak dalam dua kelompok umur. 

b. Vaksin bersifat tetap, individu yang berhasil divaksin akan kebal terhadap rubella dengan 

tingkat efektivitas tertentu. 

c. Rubella tidak menyebabkan kematian pada individu. 

d. Individu anak dapat menularkan rubella ke individu dewasa dan sebaliknya dengan laju 

penularan sama dari anak ke anak, anak ke dewasa, dewasa ke dewasa, dan dewasa ke 

anak. 

𝑑𝑆𝑀𝑑𝑡 = 𝛼 − 𝛽( 1 + 𝜀 cos 2𝜋𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀 − (1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − (𝜇 + 𝑞𝑝)𝑆𝑀  𝑑𝐸𝑀𝑑𝑡 = 𝛽(1 + 𝜀 cos 2𝜋𝑡) (1 − 𝑝)𝐼𝑀𝑆𝑀 + (1 − 𝑞)𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 − (𝜇 + 𝜂)𝐸𝑀  𝑑𝐼𝑀𝑑𝑡 = 𝜂𝐸𝑀 − 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝐼𝑀  𝑑𝑅𝑀𝑑𝑡 = 𝜃𝐼𝑀 − 𝜇𝑅𝑀  𝑑𝐼𝐶𝑑𝑡 = 𝛿𝐼𝑀 − 𝜌𝐼𝐶 − 𝜏𝐼𝐶  𝑑𝑅𝐶𝑑𝑡 = 𝜌. 𝐼𝐶 − 𝜏𝑅𝐶  

𝐼𝑀

𝑀≤
𝑅𝑀

𝑀 𝐼𝐶 𝑅𝐶

𝛼𝑁 𝛽 𝑡 − 𝑝 𝐼𝑀𝑆𝑀 𝑁𝐼𝑚
𝜇𝑆𝑀 𝜇𝐸𝑀 𝜇𝐼𝑀 𝜇𝑅𝑀

𝜏𝐼𝐶

𝜂𝐸𝑀 𝜃𝐼𝑀

𝜌𝐼𝐶
𝜏𝑅𝐶

𝑞𝑝𝑆𝑀𝑆𝑀 𝐸𝑀
− 𝑞 𝑝𝛽𝐼𝑀𝑆𝑀 𝑁

𝛿𝐼𝑀
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e. Rubella membutuhkan waktu inkubasi di dalam tubuh individu yang tertular kemudian 

menjadi individu terinfeksi. 

f. Populasi sembuh dari rubella tidak bisa terinfeksi kembali atau kebal terhadap rubella. 

g. Masing-masing individu anak dari kelompok umur 1 akan beralih menjadi individu 

kelompok umur 2 dewasa dengan laju pertumbuhan yang sama. 

Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut dikonstruksi diagram kompartemen yang 

menjadi dasar penyusunan model epidemiologi. 

 

Gambar 2. Diagram kompartemen dua kelompok umur akibat penerapan 2 dosis 

vaksinasi 

  

 Berdasarkan diagram kompartemen di atas disusun model epidemiologi berikut. 

 

 
Hasil analisis terhadap model epidemiologi tersebut adalah sebagai berikut. 

a. Penentuan 𝑅0 memegang peranan penting dalam penentuan kestabilan titik 

kesetimbangan. 

b. Model penularan rubella dengan penerapan vaksinasi dua dosis memberi konfirmasi dan 

penegasan bahwa rekomendasi WHO tentang penerapan vaksinasi rubella dua dosis 

 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜸 

𝜽𝑺𝟏 𝝁 

𝑹𝟐 𝑰𝟐 

𝑹𝟏 𝑬𝟏 

𝑬𝟐 

𝑰𝟏 𝑺𝟏 

𝑺𝟐 

𝜹 

𝜹 

𝚲𝑵 

𝝁 𝝁 𝝁 𝝁 

𝜼 𝜼 𝜼 𝜼 

𝜸 

(𝟏 − 𝜽𝟏)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟏/𝑵 

 

𝜃𝑺𝟐  

(𝟏 − 𝜽𝟐)𝜷(𝑰𝟏 + 𝑰𝟐)𝑺𝟐/𝑵 

ficac

ficac

𝝁 𝝁𝝁

𝜸

𝜽𝑺𝟏𝝁

𝑹𝟐𝑰𝟐

𝑹𝟏𝑬𝟏

𝑬𝟐

𝑰𝟏𝑺𝟏

𝑺𝟐

𝜹
𝜹

𝚲𝑵

𝝁𝝁 𝝁𝝁
𝜼 𝜼 𝜼𝜼 𝜸𝟏 − 𝜽𝟏 𝜷 𝑰𝟏 𝑰𝟐 𝑺𝟏 𝑵

𝜃𝑺𝟐
𝟏 − 𝜽𝟐 𝜷 𝑰𝟏 𝑰𝟐 𝑺𝟐 𝑵

dS1

dt
= LN−

(1− q1)bS1(I1+ I2)
N

− (µ + h + q1)S1

dE1

dt
=
(1− q1)bS1(I1+ I2)

N
− (µ + h + d)E1

dI1

dt
= dE1− (µ + h + g)I1

dR1

dt
= gI1− (µ + h )R1+ q1S1

dS2

dt
= hS1−

(1− q2)bS2(I1+ I2)
N

− (µ + q2)S2

dE2

dt
= hE1+

(1− q2)bS2(I1+ I2)
N

− (µ + d)E2

dI2

dt
= h I1+ dE2− (µ + g)I2

dR2

dt
= hR1+ gI2− µR2+ q2S2.
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efektif baik dari segi keberhasilan menekan penyebaran rubella juga dari segi 

pembiayaan. 

 

E. Rekomendasi 

Berdasarkan hasil penelitian terhadap model penyebaran rubella baik Model 1 

maupun Model 2, beberapa masukan berikut dapat dijadikan pertimbangan bagi 

Kementerian Kesehatan Republik Indonesia dalam menangani pemberantasan penularan 

rubella di Indonesia. 

1. Program imunisasi campak dan rubella yang telah tersusun perlu dimonitor secara ketat 

dalam pelaksanaan pemberian imunisasi MR/MMR di seluruh wilayah negeri. Monitoring 

secara ketat termasuk dalam hal pengadministrasian pemberian imunisasi dari setiap 

individu penerima vaksin.  

2. Perlu adanya koordinasi dan kerjasama yang baik dengan berbagai pihak antara lain:   

Ikatan Dokter Anak Indonesia (IDAI), Badan Pusat Statistik, Lembaga Penelitian 

Epidemiologi dalam satu wadah khusus yang bertugas memberi rekomendasi khususnya 

untuk program imunisasi campak dan rubella yang lebih baik. 

3. Poin 1 dan 2 berkaitan erat dengan data yang sangat penting khususnya apabila 

diperlukan untuk mengkaji dan meneliti hal-hal penting terkait dengan penularan rubella, 

yang hasilnya tentu saja untuk rekomendasi yang valid dan akurat bagi pengambil 

kebijakan. 
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Abstrak 

Penyakit rubella adalah penyebab umum ruam dan demam pada anak-anak. Penyakit ini tergolong infeksi 
ringan tetapi bisa menjadi kondisi serius jika menginfeksi wanita hamil, karena dapat menyebabkan 
Sindrom Rubella Bawaan (CRS) pada janin. Penelitian ini bertujuan untuk memodelkan dan menganalisis 
penyebaran penyakit rubella guna mendapatkan gambaran tentang dinamika penularan virus rubella. 
Artikel ini membahas dua model penularan rubella yang melibatkan wanita usia subur dan bayi baru lahir 
dari wanita yang terinfeksi. Model tersebut adalah SEIR-IR tanpa memperhatikan faktor musim dan 
SEIR-IR dengan memperhatikan faktor musim. Hasil dari model pertama menunjukkan bahwa bifurkasi 
pitchfork terjadi pada solusi dinamika sistem dengan laju infeksi konstan dan kenaikan nilai laju infeksi 
tidak berdampak pada kejadian rubella pada bayi. Model kedua yang memperhitungkan musim 
memberikan dinamika yang menarik dimana pengaruh musim yang besar dapat mengarah pada dinamika 
solusi yang lebih kompleks.  

Kata Kunci : rubella, sistem dinamik, musim, kestabilan 
 

Abstract 

Rubella is a common cause of childhood rash and fever. It is typically a mild infection but it can be serious 

condition in pregnant women, as it may cause Congenital Rubella Syndrome (CRS) in the fetus. The study 

aimed to model and analyze it in order to get picture about the dynamics of the rubella virus transmission. 

The paper discussed two models of rubella transmission involving child-bearing age women and newly 

born infants of infected mothers. The model are SEIR-IR without seasonality and SEIR-IR with 

seasonality. The results from the first model showed that a pitchfork bifurcation occurred in the dynamics 

of the solution of the system with constant infection rate and the increase of the infection rate value do 

not make impact to the incidence of rubella among infants. The second model involving seasonality gave 

interesting dynamics where big seasonality may lead to a more complex dynamics of the solution. 

Keywords: rubella, dynamics, seasonality, stability. 
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1. PENDAHULUAN  

Infeksi rubella pada usia awal kehamilan seorang ibu dapat menyebabkan aborsi secara langsung atau 
Congenital Rubella Syndrome (CRS) dengan berbagai cacat lahir, seperti gangguan pendengaran, penyakit 
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jantung bawaan, mikrosefali, katarak, global keterlambatan perkembangan, dan berbagai manifestasi 
permanen lainnya. [1, 2].  

Di banyak negara, beban CRS cukup bermasalah. Di negara maju seperti Inggris, Wales, Denmark, 
Australia, dan Jepang, penelitian tentang penyakit menular seperti rubella dilakukan secara ekstensif dengan 
mempertimbangan faktor yang lebih realistis telah dilakukan oleh beberapa peneliti [3, 4, 5, 6]. Dalam 
studinya, Fine dan Clarkson [3] menemukan bahwa parameter penularan virus meningkat tiga kali setiap 
tahun sesuai dengan pembukaan sekolah pada awal semester, waktu sekolah pada musim gugur, dan liburan 
tengah semester. Pola musim tersebut berdampak pada program vaksinasi campak nasional sehingga mereka 
menyarankan bahwa program tidak akan menurunkan jumlah total orang yang rentan terhadap campak di 
Inggris dan Wales. Sementara Olsen, et.al. [4] mempelajari enam penyakit anak termasuk rubella di 
Kopenhagen, Denmark. Mereka menggunakan model skema SEIR dan menggunakan pendekatan Monte 
Carlo untuk simulasi. Mereka menyimpulkan bahwa hasil simulasi menunjukkan persetujuan substansial 
dengan data aktual. Lebih lanjut, Gao, et.al. [5] menunjukkan vaksinasi selektif itu untuk anak sekolah yang 
diterapkan oleh pemerintah Australia pada periode 1971-88 menghasilkan penurunan 90% dalam kejadian 
CRS, tetapi hanya 1 - 4% penurunan insiden rubella. Baru-baru ini, pada 2019 Lee, et.al. [6] mempelajari 
model berdasarkan parameter pada data epidemi rubella di Jepang periode 2012 - 14 untuk memprediksi 
besarnya epidemi CRS selama 2018 - 19. Hasilnya menyimpulkan bahwa kejadian CRS diharapkan terjadi 
rata-rata 24 minggu setelah ibu terinfeksi oleh virus rubella dan dalam 650 kasus pada wanita pada minggu 
ke 5 pada tahun 2019, kasus CRS selama periode tersebut telah melebihi 13 kasus. 

Beban rubella dan CRS di negara berkembang cukup berlebihan dan sebagian besar belum diatasi 
dengan baik. Ini tercermin dari review yang dilakukan oleh Cutts et.al. [1] berdasarkan literatur CRS dan 
rubella yang didapat dari negara berkembang di wilayah Organisasi Kesehatan Dunia (WHO). Informasi 
tentang beban CRS diperoleh dari surveilans Data dan dari serosurvei menunjukkan bahwa prevalensi rubella 
spesifik usia pada wanita hamil dan/atau wanita usia subur. Contoh praktik surveilans CRS yang baik 
dilakukan di Indonesia oleh Herini et.al. [2]. Mereka melakukan surveilans berbasis rumah sakit dan 
melaporkan kejadian CRS di Indonesia tinggi dengan empat cacat paling umum di antara kasus CRS yang 
dikonfirmasi laboratorium adalah gangguan pendengaran (100%), katarak kongenital (72,7%), mikrosefali 
(72,7%), dan kelainan jantung bawaan (45,5%). Mereka menyarankan pentingnya penerapan program 
vaksinasi program di negara tersebut. Studi rubella di Meksiko telah dilakukan oleh Metcalf et.al. [7]. Mereka 
menganggap rubella sebagai penyakit musiman yang  data penularannya berasal dari laporan kejadian di 
Meksiko selama kurun waktu 20 tahun. Transmisi musiman diperkirakan dengan menggunakan model SIR 
time-series. Mereka menggunakan perkiraan untuk menentukan pola musim di antara wilayah yang sedang 
dipelajari. Hasil ini digunakan untuk mengidentifikasi populasi yang paling berisiko dan untuk pelaksanaan 
program vaksinasi. 

Sebagian besar studi yang disebutkan di atas dan banyak studi serupa lainnya tentang rubella dan CRS 
menyiratkan hasil mereka pada implementasi program vaksinasi termasuk berbagai strategi dan kebijakan 
yang diterapkan. (Lihat [3, 5, 8, 9, 10] untuk referensi). Studi ini adalah bagian pertama dari keseluruhan 
studi tentang pemodelan dan analisis dinamika virus rubella dengan mempertimbangkan risiko CRS dan 
pelaksanaan program vaksinasi, terutama untuk wanita usia subur. Studi ini lebih berfokus pada pemodelan 
dinamika virus rubella yang melibatkan populasi wanita usia subur dan anak yang baru lahir dari ibu yang 
terinfeksi rubella. Bagian kedua dari studi ini, yang akan dipublikasikan secara terpisah, mempertimbangkan 
vaksinasi diterapkan pada wanita usia subur. 

 
2. MODEL MATEMATIKA 

Banyak penelitian sebelumnya tentang rubella menggunakan model Susceptible-Exposed-Infectives-
Recovered (SEIR) karena karakteristiknya dari virus yang telah terpapar atau tahap laten. Bagian ini 
menyajikan dua model SEIR-IR yang mewakili penularan virus rubella melalui ibu muda dan anak yang baru 
lahir dari ibu yang terinfeksi rubella. 

2.1 Model SEIR-IR 
Model pertama mengikuti standar model SEIR di [11] yang mempertimbangkan populasi terinfeksi dan 
sembuh yang merupakan anak baru lahir. Model SEIR merepresentasikan populasi wanita usia subur (Lihat 
[5]). Asumsi yang digunakan dalam model adalah sebagai berikut. 

1. Populasi perempuan diasumsikan tertutup, 
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2. Peningkatan jumlah individu rentan disebabkan oleh angka kelahiran alami, sedangkan penurunan 

individu rentan disebabkan tingkat kematian alami dan penularan dari individu yang rentan yang 
terinfeksi ke yang terpapar atau terpapar, 

3. Ada tingkat inkubasi di mana virus menularkan dari individu laten menjadi individu yang terinfeksi, 
4. Kehamilan bayi kurang dari tiga bulan yang terinfeksi akibat penularan vertikal akan diaborsi. Ini 

dilakukan untuk pertimbangan medis, 
5. Tingkat infeksi diasumsikan konstan. 

Berdasarkan asumsi tersebut maka rumusan model adalah sebagai berikut. 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼𝑁 െ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠𝑁 െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠𝑁 െ ሺ𝛾 ൅ 𝜇ሻ. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 𝛾. 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼ 
 
di mana 𝑆௠, 𝐸௠, 𝐼௠, 𝑅௠ adalah wanita usia subur yang Rentan-Laten-Infeksi-Sembuh, masing-masing, sedangkan  𝐼௖ , 𝑅௖masing-masing adalah bayi yang terinfeksi dan pulih. 𝛼 adalah angka kelahiran wanita, 𝛽 adalah tingkat infeksi 
wanita yang terinfeksi terhadap wanita yang rentan, 𝜇 adalah tingkat kematian alami wanita, 𝛾 adalah tingkat inkubasi 
dari wanita laten menjadi wanita yang terinfeksi infeksi, 𝜃 adalah tingkat kesembuhan dari wanita yang terinfeksi, 𝜀 
adalah proporsi angka kelahiran dari ibu yang terinfeksi, 𝜌 adalah angka kesembuhan anak dari infeksi, dan 𝜏 adalah 
angka kematian alami anak-anak. Untuk memenuhi makna biologis, semua parameter sistem bersifat nonnegatif. Untuk 
menganalisis sistem (1) akan lebih mudah jika menerapak re-scale berikut ini. 𝑆௠̅ ൌ 𝑆௠𝑁 , 𝐸ത௠ ൌ 𝐸௠𝑁 , 𝐼௠̅ ൌ 𝐼௠𝑁 , 𝑅ത௠ ൌ 𝑅௠𝑁 , 𝐼௖̅ ൌ 𝐼௖𝑁 , 𝑅ത௖ ൌ 𝑅௖𝑁 , 
 
sehingga dapat diperoleh sistem yang baru sebagai berikut (setelah menghilangkan bar). 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼 െ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽. 𝐼௠. 𝑆௠ െ ሺ𝛾 ൅ 𝜇ሻ. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 𝛾. 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼ 
 
2.2 Titik Kritis dan Kestabilan 
Ekuilibrium Bebas Penyakit. Mengambil sisi kanan sistem (3) sama dengan nol dan mengambil 𝑰𝒎 ൌ 𝟎 dan 𝑰𝒄 ൌ𝟎, sehingga diperoleh 𝑷𝟎 ൬𝜶𝝁 , 𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎൰ 

Jacobian dari sistem memberikan nilai eigen sebagai berikut 𝝀𝟏 ൌ 𝝀𝟐 ൌ െ𝝁, 𝝀𝟑 ൌ െ𝝆 െ 𝝉, 𝝀𝟒 ൌ െ𝝉, 𝝀𝟓 ൌ 𝝀𝟓𝟎, 𝝀𝟔 ൌ 𝝀𝟔𝟎 
dimana 𝝀𝟓𝟎 ൌ െ൫𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽൯ െ ඥሺ𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ𝟐 െ 𝟒𝝁ሺെ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝟐𝝁  
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dan 𝝀𝟔𝟎 ൌ െ൫𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽൯ ൅ ඥሺ𝜸𝝁 ൅ 𝟐𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ𝟐 െ 𝟒𝝁ሺെ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝟐𝝁  

dari situ dapat disimpulkan bahwa kesetimbangan bebas penyakit 𝑷𝟎 stabil ketika െ𝜶𝜷𝜸 ൅ 𝜸𝝁𝟐 ൅ 𝜸𝝁𝜽 ൅ 𝝁𝟑 ൅ 𝝁𝟐𝜽 ൐ 𝟎 
Ekuilibrium Endemik. Mengambil ruas kanan sistem (3) sama dengan nol untuk memperoleh ekuilibrium endemik 
sistem yang diberikan oleh 𝑷𝟏ሺ𝑺𝒎∗ , 𝑬𝒎∗ , 𝑰𝒎∗ , 𝑹𝒎∗ , 𝑰𝒄∗, 𝑹𝒄∗ሻ 
dimana 𝑺𝒎∗ ൌ 𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽𝜷𝜸  𝑬𝒎∗ ൌ 𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽𝜷𝜸ሺ𝜸 ൅ 𝜷ሻ  𝑰𝒎∗ ൌ 𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽𝜷ሺ𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ  𝑹𝒎∗ ൌ 𝜽ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷𝝁ሺ𝜸𝝁 ൅ 𝜸𝜽 ൅ 𝝁𝟐 ൅ 𝝁𝜽ሻ  𝑰𝒄∗ ൌ 𝜺ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷ሺ𝜸𝝁𝝆 ൅ 𝜸𝝁𝝉 ൅ 𝜸 ൅ 𝝆𝜽 ൅ 𝜸𝝉𝜽 ൅ 𝝁𝟐𝝆 ൅ 𝝁𝟐𝝉 ൅ 𝝁𝝆𝜽 ൅ 𝝁𝝉𝜽ሻ 𝑹𝒄∗ ൌ 𝝆𝜺ሺ𝜶𝜷𝜸 െ 𝜸𝝁𝟐 െ 𝜸𝝁𝜽 െ 𝝁𝟑 െ 𝝁𝟐𝜽ሻ𝜷𝝉ሺ𝜸𝝁𝝆 ൅ 𝜸𝝁𝝉 ൅ 𝜸 ൅ 𝝆𝜽 ൅ 𝜸𝝉𝜽 ൅ 𝝁𝟐𝝆 ൅ 𝝁𝟐𝝉 ൅ 𝝁𝝆𝜽 ൅ 𝝁𝝉𝜽ሻ 

Dari kriteria keberadaan wanita yang terinfeksi atau dari persamaan. (4) dapat diturunkan rasio reproduksi dasar 
yang menentukan ambang penyebaran penyakit. 𝑹𝟎 ൌ 𝜶𝜷𝜸𝝁ሺ𝜸 ൅ 𝝁ሻሺ𝝁 ൅ 𝜽ሻ 

Simulasi I. Simulasi numerik dilakukan dengan tujuan untuk melihat dinamika solusi dari sistem dengan memvariasikan 
nilai 𝜷, tingkat infeksi dari wanita yang infeksi. Pertama, menghitung nilai parameter sistem yang sesuai dengan situasi 
nyata dan memenuhi kondisi pada 𝑹𝟎 seperti yang disajikan pada Tabel I. 
Tabel 1. Nilai Parameter 

Parameter Notasi Nilai 
Tingkat kelahiran wanita 𝜶 0.3 
Tingkat kematian alami wanita 𝝁 0.3 
Tingkat inkubasi 𝜸 0.047 
Tingkat kesembuhan wanita 𝜽 0.1 
Presentase kelahiran janin 𝜺 0.3 
Tingkat kesembuhan janin 𝝆 0.1 
Tingkat kematian alami janin 𝝉 0.2 

 
Ketika nilai 𝜷 meningkat, terjadi transisi dinamika solusi; dari titik kesetimbangan bebas penyakit stabil yang 
ditunjukkan oleh Gambar 1(i) ke titik kesetimbangan endemik yang ditunjukkan oleh Gambar 1(ii), sedangkan 
keseimbangan bebas penyakit menjadi tidak stabil, yang merupakan bifurkasi pitchfork. Tingkat infeksi yang konstan 
tidak mempengaruhi banyak kejadian rubella pada populasi bayi seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1(ii). 
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Gambar 1. (1) Titik bebas penyakit yang stabil untuk 𝜷 ൌ 𝟏(𝑹𝟎 ൏ 𝟏) dan (2) Titik endemik yang stabil untuk 𝜷 ൌ 𝟓 (𝑹𝟎 ൐ 𝟏) 

2.3 Model SEIR dengan Faktor Musim 
Dengan memasukkan faktor musim ke sistem sebelumnya merupakan tahap awal dalam penelitian ini. 
Banyak penelitian tentang penyakit menular seperti rubella yang mempertimbangkan faktor musim selain 
mempertimbangkan nonlinier dan stokastisitas. (Lihat [3, 4, 12, 13, 14] untuk referensi). Pada bagian ini, 
angka penularan dari wanita yang terinfeksi ke wanita rentan diasumsikan bersifat musiman dan diwakili 
oleh fungsi kosinus seperti yang dikemukakan oleh Olsen et.al. [4] sebagai berikut. 𝛽ሺ𝑡ሻ ൌ 𝛽଴ሺ1 ൅ 𝛽ଵ cos 2𝜋𝑡ሻ 
 
Sistem ini juga mengadopsi perilaku musiman karena variasi tahunan dalam lamanya masa inkubasi 
ekstrinsik (EIP) diperkenalkan di [13] sebagai berikut, 𝑎 ൌ 1 െ 𝑒ିఓ௧𝜇  

 
dimana 𝜇 adalah angka kematian alami wanita. Setelah melakukan penskalaan serupa dengan model 
sebelumnya, maka model tersebut adalah dirumuskan sebagai berikut. 
 𝑑𝑆௠𝑑𝑡 ൌ 𝛼 െ 𝛽0ሺ1 ൅ 𝛽1 cos 2𝜋𝑡ሻ. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 𝜇. 𝑆௠ 𝑑𝐸௠𝑑𝑡 ൌ 𝛽0൫1 ൅ 𝛽1 cos 2𝜋𝑡൯. 𝐼௠. 𝑆௠ െ 1 െ 𝑒െ𝜇𝑡𝜇 𝐸௠ െ 𝜇. 𝐸௠ 𝑑𝐼௠𝑑𝑡 ൌ 1 െ 𝑒െ𝜇𝑡𝜇 . 𝐸௠ െ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝐼௠ 𝑑𝑅௠𝑑𝑡 ൌ 𝜃. 𝐼௠ െ 𝜇. 𝑅௠ 𝑑𝐼஼𝑑𝑡 ൌ 𝜀. 𝐼௠ െ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝐼஼  𝑑𝑅஼𝑑𝑡 ൌ 𝜌. 𝐼஼ െ 𝜏. 𝑅஼  
 
dimana 𝛽଴ ൐ 0 dan 𝛽ଵ ൐ 0 adalah musim infeksi, sedangkan parameter lainnya memiliki arti yang sama 
dengan parameter pada sistem (3). 
Simulasi II. Karena pekerjaan analitis dari sistem ini belum sepenuhnya selesai, simulasi numerik akan 
membantu memberikan wawasan awal tentang dinamika solusi. Menggunakan nilai parameter yang sama 
seperti pada Tabel 1 dan memvariasikan nilai 𝛽ଵ, hasil simulasi pada Gambar (2). 
Simulasi menunjukkan bahwa musim memberikan pengaruh yang kuat terhadap kejadian rubella pada bayi. 
Sementara itu, ada cukup banyak individu yang sembuh baik dari populasi wanita maupun bayi. Solusi 
endemik adalah orbit periodik yang stabil (ditunjukkan oleh perilaku osilasi, terutama untuk rentan, laten, 
dan infektif dari populasi wanita). Lebih menariknya lagi, ketika nilai 𝛽ଵ semakin besar maka osilasi dari 
populasi laten, dan populasi wanita yang terinfeksi menjadi lebih luas. 
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Gambar 2. (1) Solusi untuk 𝜷𝟎 ൌ 𝟏 dan 𝜷𝟏 ൌ 𝟎 dan (2) Solusi untuk 𝜷𝟎 ൌ 𝟏 dan 𝜷𝟏 ൌ 𝟏. 𝟓 

 
3. DISKUSI 

Dinamika penularan virus rubella melalui wanita usia subur kepada bayi baru lahir sangat penting 
dilakukan dan menarik untuk dipelajari. Tidak hanya untuk sudut pandang medis tetapi juga matematika. 
Studi tentang SEIR-IR dengan dan tanpa faktor musim akan memberikan ide baru tentang transmisi rubella 
dan analisis matematis. Seperti yang ditunjukkan dalam [13], kemungkinan perilaku chaos mungkin timbul 
dari sistem dengan musim. Dalam hal ini, kelanjutan siklus batas sistem (8) dapat mengarah ke percabangan 
torus (Lihat [15] dan referensi di dalamnya). Seperti disebutkan di atas, studi ini akan mencakup vaksinasi 
strategi dalam sistem SEIR-IR. 

 
4. KESIMPULAN 

Hasil studi pemodelan dinamika virus rubella dengan memfokuskan pada populasi wanita usia subur dan 
bayi yang dilahirkan mereka memberikan informasi betapa berbahayanya risiko yang harus dialami oleh bayi 
yang baru lahir karena harus menyandang sindrom rubella bawaan. Hasil studi ini mengarahkan kita untuk 
mempertimbangkan dengan sungguh-sungguh tentang penting pemberian perlakuan agar situasi tersebut 
tidak tidak terjadi atau setidaknya dapat dikurangi atau dicegah. Oleh karena itu, berdasarkan hasil yang 
diperoleh di paper ini, perlu dilakukan studi lanjutan dengan memberi perlakuan sebagai tindakan pencegahan 
terjadi sindrom rubella bawaan pada bayi yang dilahirkan. Salah satu yang dilakukan mengimplementasikan 
strategi pemberian program vaksinasi pada kelompok populasi tertentu. 
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